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Uvod
Jedan od procesa koji najviˇse izravno utjecˇe na ljudski zˇivot je proces izmjene
klime na Zemlji. Ovaj se proces dogada na cijelom skupu vremenskih i pros-
tornih ljestvica1. Izravno opazˇamo promjenu klime na lokalnoj prostornoj
ljestvici te dnevnoj i godiˇsnjoj vremenskoj ljestvici. S druge se strane pro-
ces odvija i na izrazito duljim vremenskim ljestvicama (stoljec´a, tisuc´ljec´a,
desetci tisuc´a, milijuni godina) i na sˇirim prostornim ljestvicama (cijela Zem-
ljina atmosfera, Suncˇev sustav).
Medutim, u prvom slucˇaju mozˇemo zabiljezˇiti podatke i izravno mjeriti
klimu, pa na toj ljestvici i sustavno pratiti klimatske promjene, a time i razvi-
jati klimatske modele, dok u drugom slucˇaju naravno ne mozˇemo izravno
mjeriti podatke, a tek smo posljednjih godina razvili metode posrednog
mjerenja temperatura i koncentracija ugljicˇnog dioksida u atmosferi kroz
prosˇlost, izvlacˇec´i ih iz geolosˇkih slojeva Zemlje pogodnih za takve analize.
To nam je otvorilo uvid u procese izmjene klime kroz zadnjih gotovo milijun
godina. Nasˇli smo moguc´nost da pratimo klimatske promjene na izrazito
dugoj vremenskoj ljestvici na kojoj u igru dolazi i niz drugih parametara i
medudjelovanja, pogotovo astronomskih i zemaljskih djelovanja koja utjecˇu
na klimu na takvim ljestvicama.
Trenutni klimatolosˇki modeli, primijetimo, takva djelovanja ne ukljucˇuju
jer ih i ne moraju ukljucˇivati buduc´i da su beznacˇajna na svakodnevnoj ili
na godiˇsnjoj ljestvici. Prema tome nisu dostatni za opis promjene klime na
1Eng. scale, mjerilo niza vrijednosti u nekom rasponu. Predlazˇemo izraz ljestvica za
taj pojam i ovdje c´emo ga koristiti.
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ljestvicama milijuna godina ili cˇak starosti Zemlje.
S druge strane, ocˇigledno je da c´e ucˇinci koji dovode do svakodnevne i
lokalne klimatske promjene biti jednostavno presitni da bi utjecali na pro-
mjene tijekom tisuc´a godina. Zapravo, mozˇemo ih smatrati viˇse–manje na-
sumicˇnim fluktuacijama (koje, jer su nasumicˇne, nemaju “memoriju”) na
kratkoj ljestvici unutar opc´eg procesa koji ima odredenu pravilnost na dugoj
ljestvici. Dakle, na ljestvici koja nas u ovom radu zanima, glavnu ulogu
igraju utjecaji bilo unutar same Zemlje bilo iz svemira koje mozˇemo mo-
delirati cˇisto fizicˇkom teorijom. Najkrac´e i banalno recˇeno, mozˇemo zami-
sliti promjenu klime na dugoj ljestvici kao razvoj nelinearnog sustava mnogo
vezanih oscilatora koji predstavljaju razne utjecaje. Ovakva je slika oprav-
dana i cˇinjenicom da gotovo svi utjecaji na Zemlji i u svemiru imaju peri-
odicˇna obiljezˇja, prije svega zbog periodicˇnosti Zemljina gibanja u odnosu na
svemir.
Jedan je od srediˇsnjih problema danasˇnje znanosti o klimi tzv. stak-
lenicˇki ucˇinak (eng. greenhouse effect). Iz prirode samog modela kojeg c´emo
domisliti i vremenske ljestvice koju c´emo promatrati jasno je da nasˇe raz-
matranje nec´e dati konacˇan odgovor na pitanje staklenicˇkog ucˇinka u smislu
u kojem se taj pojam danas koristi. Cilj nasˇe rasˇcˇlambe je nesˇto rec´i o
opc´im tezˇnjama klime (kroz oko 800 000 godina) unutar kojih postoje razne
uzrocˇno–posljedicˇne izmjene temperature i ugljicˇnog dioksida cˇije se znacˇajke
takoder mijenjaju.
Kako se vec´ nazire, jedan od srediˇsnjih problema ovog rada je veza pro-
mjena koncentracije ugljicˇnog dioksida i promjena temperature u atmosferi.
Stoga c´emo se tijekom rada osvrtati, bilo izricˇito bilo presˇutno, na sam ciklus
ugljicˇnog dioksida na Zemlji, koji je jedan od glavnih oscilatora u nasˇoj slici
sustava vezanih oscilatora [3, 4].
Osim cˇinjenice povezanosti temperature i koncentracije CO2, jedan od
srediˇsnjih problema oko kojih se trenutno u znanosti vode velike rasprave
jest pitanje smjera uzrocˇno–posljedicˇne veze, tj. sˇto je uzrok a sˇto posljedica:
uzrokuje li promjena temperature promjenu koncentracije CO2 ili obratno?
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Bez obzira sˇto se u medijima i u svakodnevnoj, pa i sˇkolskoj slici promjene
koncentracije CO2 smatraju uzrokom promjena temperature, u znanosti ne
postoji konsenzus o tom pitanju.
Kroz nekoliko posljednjih godina suprotan je stav posebno utvrden na
temeljnim termodinamicˇkim zakonima u tzv. adijabatskoj teoriji staklenicˇkog
ucˇinka, cˇiji autori uvjerljivo isticˇu da je dosadasˇnji model staticˇan (sˇto jest;
to je u principu Arrheniusov staticˇni model) i da ne ukljucˇuje dovoljno kon-
vekciju topline u atmosferi, a ona ima krajnji ucˇinak smanjenja temperature
porastom koncentracije CO2 [14, 15, 62, 63].
Glavni je cilj ovoga rada ipak nesˇto “tvrdi”. Naime, vec´ niz godina na
Antarktici djeluje istrazˇivacˇka skupina (odnosno projekt EPICA2) koja iz
dubokih slojeva leda starih do milijun godina ocˇitava promjene koncentracije
CO2, temperature, koncentracije kisikovih izotopa, metana i posebne vrste
prasˇine [28, 53]. Svi ti parametri govore nesˇto o prosˇlosti Zemlje. Zapravo
su to najvrjedniji i u konacˇnici jedini takvi podatci, a do sad nisu do kraja
proucˇeni. Tocˇnije, u svim dosadasˇnjim analizama isticane su samo glavne
znacˇajke tog skupa podataka jer bi se niz podataka u nacˇelu uvijek “izgladio”
bilo u izravnom prostoru, bilo u Fourierovu transformatu.
Na pocˇetku rada dat c´emo kratak pregled osnovnih znacˇajki atmosfere,
nabrojit c´emo i izvesti neke njezine stalnice3 koje c´emo kroz rad koristiti i
predstavit c´emo podatke Zemljine klimatske prosˇlosti.
Prije nego pristupimo rasˇcˇlambi, zˇelimo stvoriti sliku o odnosu promjena
koncentracije ugljicˇnog dioksida i temperature kao dvaju medudjelujuc´ih me-
hanizama. Teorija koja bi dala model za opis takve veze uzima atmosferu
kao klasicˇni plinski sustav s viˇse slojeva i iz fizicˇkih znacˇajki toga sustava
pokusˇava izvesti odredene zakljucˇke. Takvu smo teoriju predstavili u dru-
gom poglavlju: najprije staticˇnu Arrheniusovu [5, 6], a onda i adijabatsku
teoriju kao njenu nadogradnju [13, 14, 15, 31, 32, 59, 60, 62, 63].
2Eng. European Project for Ice Coring in Antarctica, Europski projekt za uzorkovanje
slojeva leda na Antarktici.
3Eng. constant, stalna, nepromjenjiva velicˇina. Predlazˇemo izraz stalnica za taj pojam
i ovdje c´emo ga koristiti.
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Buduc´i da zˇelimo prepoznati glavne periodicˇnosti u zemaljskoj klimatskoj
povijesti (toliko daleko koliko imamo podatke) i njihove uzroke koji c´e nam
onda dati odgovore na niz prethodno postavljenih pitanja, napravit c´emo
potpun Fourierov transformat podataka. Potom c´emo u sklopu ovog diplom-
skog rada umjesto uobicˇajenog “glacˇanja” razviti algoritam koji c´e iz nasˇeg
Fourierova transformata izdvojiti znacˇajnije vrhove, koje bismo glacˇanjem
izgubili. Pri tom za analizu koristimo programski paket MATLABr [40],
dok c´emo sve grafove crtati u programskom paketu Mathematicar [39].
Konacˇno, za barem neke od vrhova zˇelimo odrediti koji ih zemaljski ili
svemirski oscilatori u slici dinamicˇkog sustava vezanih oscilatora uzrokuju.
Stoga c´emo u svjetlu Milankovic´eve teorije klimatskih promjena, a koristec´i
FFT sluzˇbenih podataka projekta EPICA [28] opisati mehanizme odgovorne
za sve bitnije vrhove, konkretno za sve iznad 20 ky, a i za neke ispod. Pri tom
c´emo posebno izvesti izraz za precesijski period Zemlje, jer je on gotovo jedini
period koji je samostalan tj. daje vrh kojem jednoznacˇno mozˇemo pridruzˇiti
odredeni mehanizam, a i jer do njega mozˇemo doc´i izravno, bez Milankovic´eva
razvoja i potonje prilagodbe podataka. Dodatan je razlog sˇto se taj period
zbraja s dosta drugih dajuc´i doprinose i drugim velikim vrhovima u FFT–u.
Tek kad budemo imali ovu potpuniju sliku koja sadrzˇi gotovo cjelokupni
sklop utjecaja sa Zemlje i iz svemira, imat c´emo bolju zamisao i o samoj klimi
na Zemlji na ljestvici od milijun godina, ali i sliku o odredenim fundamental-
nim ogranicˇenjima neovisnim o ljestvici koju razmatramo. Uostalom, to je
i jedno vrhunsko politicˇko pitanje [23], sˇto takoder treba imati na umu kad
govorimo o odnosima zastupljenosti pojedine teorije u danasˇnjoj znanosti.
Naposljetku, cilj rada ipak nije dati odgovor na takvo politicˇko pitanje
nego dati cˇisto fizicˇku sliku i model te temeljna fizicˇka ogranicˇenja u bilo ko-
jem drugom modelu. Do tog c´emo cilja doc´i i termodinamicˇkom i statisticˇko–
fizicˇkom rasˇcˇlambom nasˇeg modela, kao i analizom izmjerenih podataka te
dosadasˇnjih saznanja u ovom galopirajuc´em interdisciplinarnom znanstvenom
podrucˇju.
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1. Poglavlje
Pregled znacˇajki atmosfere i
pokusa
Prije nego krenemo u rasˇcˇlambu nasˇeg odredenog problema, trebamo ga smje-
stiti u opc´enitiji okvir kako bismo dobili opc´u sliku o cijeloj stvari. Ovdje
c´emo dati kratak pregled znacˇajki atmosfere i iznijeti nekoliko znacˇajnijih
mjerenja koja ukazuju na promjene u atmosferi tijekom vremena. Neka su
nam od njih glavna za analizu kroz cijeli rad (npr. mjerenja EPICA pro-
jekta), druga c´e nam posluzˇiti za usporedbu, a neka c´e nam dati uvid i
stvoriti odredenu sliku o problematici.
1.1 Zemlja i atmosfera
Premda postoji niz znanosti koje proucˇavaju pojedine poglede na Zemlju i te
su znanosti poprilicˇno neovisne, Zemlju trebamo zamiˇsljati kao jedinstven i
slozˇen fizicˇki sustav, sastavljen od mrezˇe dinamicˇkih sustava koji medudjeluju
za svemirom i medusobno.
Najcˇesˇc´a i zorna podjela tih sustava je po prostornom rasporedu, tj. na
kugline ljuske odredenih znacˇajki. Prva je podjela na vanjske ljuske (eng.
external shells), u koje spadaju Zemljina kora (eng. crust), hidrosfera i at-
mosfera (opet ih zamiˇsljamo kao ljuske) i unutarnje ljuske (eng. internal
shells), u koje spadaju plasˇt (eng. mantle), astenosfera i jezgra (eng. core).
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Opc´enito ih zovemo geosferama. U ovom radu nas zanimaju vanjske ljuske, i
to prvenstveno atmosfera, iako c´emo vidjeti da postoji povratna veza utjecaja
izmedu atmosfere i hidrosfere.
U termodinamicˇkim proracˇunima procesa u atmosferi bit c´e nam vazˇan
sam sastav atmosfere. Zemljina atmosfera je u prvom redu dusˇicˇna, nesˇto
manje kisicˇna i neznatno otpada na ostale plinove. Plinski je sastav atmosfere
koji c´e nadalje biti koriˇsten donesen u tablici 1.1. Odavde zˇelimo odrediti
Tablica 1.1: Sastav atmosfere po plinovima. Oznake: Vi/V volumni udio, pi parcijalni tlak,
Mi molna masa, cp,i svojstveni toplinski kapacitet pri stalnom tlaku. Preuzeto iz [25], [63] i
[67].
Plin Vi/V [%] pi [p0] Mi [g/mol] cp,i [J/kg K]
N2 78,084 0,7551 28,013 1 041,6
O2 20,946 0,2315 31,998 917
Ar 0,934 0,0128 39,948 519,16
CO2 0,0335 0,00046 44,009 833
Ne 0,001818 0,0000125 20,180 1 030,1
Ostali 0,0007 0,000007
ove znacˇajke za atmosferu kao cjelinu. Naravno, ukupni tlak je atmosferski
tlak, p0 = 101, 325 kPa = 1 atm. Svojstveni toplinski kapacitet pri stalnom
tlaku za cijelu atmosferu mozˇemo nac´i usrednjavajuc´i toplinske kapacitete za
sastojnice iz tablice 1.1, koje cˇine prakticˇki cijelu atmosferu (preko 99,999%),
ali dajuc´i im tezˇine koje im prema pripadnom parcijalnom tlaku i pripadaju:
cp =
1
p0
Ne∑
i=N2
picp,i = 1005, 839 J/kg K. (1.1)
Ovdje je u sumacijskom znaku simbolicˇno oznacˇeno da se zbraja po redovima
u tablici 1.1 tj. po danih 5 glavnih sastojnica atmosfere (N2, O2, Ar, CO2,
Ne).
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Molna je masa definirana kao masa po molu tvari, odnosno
M =
m
n
=
Ne∑
i=N2
ni
n
Mi. (1.2)
Medutim, za idealni plin je
ni
n
=
pVi
RT
pV
RT
=
Vi
V
, (1.3)
tj. molni udjeli odgovaraju volumnim udjelima, pa imamo
M =
Ne∑
i=N2
Vi
V
Mi = 28, 9642 g/mol. (1.4)
Sve su ove znacˇajke atmosfere na povrsˇini Zemlje tj. na visini 0 i pri
atmosferskom tlaku p0. Medutim, Zemljina atmosfera se sastoji od 5 fizicˇki
razlicˇitih slojeva:
1. troposfera (0 do 9-17 km): najgusˇc´i sloj koji se grije prvenstveno toplin-
skim zracˇenjem Zemlje pa temperatura pada s visinom; zbog gustoc´e
su plinovi dobro izmijesˇani i moguc´a je konvekcija;
2. stratosfera (9-17 do 51 km): sloj koji se grije prvenstveno upijanjem
Suncˇeva zracˇenja pa temperatura u njemu raste s visinom; nema kon-
vekcije jer je zrak prerijedak za nju;
3. mezosfera (51 do 80-85 km): rijetki sloj u kojem temperatura opet
opada s visinom i dosezˇe najnizˇe vrijednosti na Zemlji;
4. termosfera (80-85 do ∼700 km): izrazito rijedak zrak u kojem tempe-
ratura raste s visinom; zbog male gustoc´e, temperatura nije dobro ni
definirana;
5. egzosfera (700 km do 10 000 km): podrucˇje u kojem uopc´e nema sudara
cˇestica, pa nije viˇse fluid; uglavnom se sastoji od vodika i helija.
7
1. Pregled znacˇajki atmosfere i pokusa 1.2. Eksperimentalni podatci. . .
Izmedu njih se nalaze prijelazni slojevi, redom: tropopauza, stratopauza,
mezopauza i egzobaza. Porastom visine odnosno prelaskom iz sloja u sloj
mijenjaju se sastav i odnosi iz tablice 1.1, pogotovo tlak i temperatura. Nas
c´e zanimati ti odnosi u sloju atmosfere najblizˇem Zemlji odnosno u tropo-
sferi buduc´i da ona izravno utjecˇe na Zemljinu povrsˇinu i u njoj se dogadaju
najslozˇeniji procesi. Kako je najdonji, taj je sloj i najgusˇc´i.
Zemlja se nalazi u Suncˇevu sustavu u kojem je najistaknutije medudje-
lovanje sa Suncem (gravitacija i zracˇenje) i Mjesecom (gravitacija) koje ima
najznacˇajniji ucˇinak na niz procesa na Zemlji, pa tako i na temperaturu
odnosno temperaturu atmosfere, sˇto je nasˇ predmet. Osim cˇinjenice same
vrtnje Zemlje oko osi i oko Sunca, vidjet c´emo da znacˇajan ucˇinak ima i
nagnutost Zemljine osi prema Suncˇevoj ekvatorskoj ravnini, koju zovemo
eklipticˇka ravnina.
Trenutni je kut Zemljine osi prema eklipticˇkoj ravnini (precesijski kut)
ψ = 23.44◦ = 23◦26′24′′ i mijenja se u tijeku Zemljine povijesti. Izmedu
ostalog na taj kut utjecˇe i josˇ jedna bitna Zemljina znacˇajka, a to je da nije
savrsˇena kugla nego elipsoid s poluosima Re = 6 378,14 km (ekvatorska) i
Rp = 6 356,75 km (polna) odnosno ekscentricitetom
1 ε = 0, 003 353 64 [17].
Da ne nabrajamo dalje, sve stalnice koriˇstene u radu donesene su u tablici
1.2.
1.2 Eksperimentalni podatci za Zemljinu tempe-
raturu i koncentraciju CO2 u prosˇlosti
Proucˇavanje Zemljine prosˇlosti, pogotovo klimatske, vrlo je staro. Medutim,
do vremena moderne znanosti to je proucˇavanje bilo na ljestvici postanka civi-
lizacije, dakle na ljestvici nekoliko tisuc´a godina, jer se temeljilo na biljezˇenju
opazˇanih vremenskih promjena. Tek u danasˇnjem vremenu razvijene su i
1Zapravo, Zemljin oblik nije elipsoidan nego opc´enito geoidan, pa se ovaj koeficijent
zove spljosˇtenost (eng. flattening ili oblateness). Ovdje c´emo Zemlju priblizˇiti elipsoidom
dviju jednakih poluosi.
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Tablica 1.2: Astronomske i fizicˇke stalnice koriˇstene u radu. Preuzeto iz [17, 68].
Velicˇina Oznaka Iznos Jedinica
Precesijski kut ψ 23,44 ◦
Ekvatorski polumjer Zemlje Re 6 378,136 km
Polni polumjer Zemlje Rp 6 356,746 km
Srednji polumjer Zemlje R⊕ 6 371 km
Ekscentricitet Zemlje ε 0,003 354
Dinamicˇki ekscentricitet Zemlje J−I
J
0,003 274
Masa Zemlje M⊕ 5,974·1024 kg
Masa Sunca M 1,989·1030 kg
Masa Mjeseca ML 7,348·1022 kg
Precesijski kut Mjesecˇeve orbite λ 5.15 ◦
Polumjer Zemljine orbite d 1,496·1011 m
Polumjer Mjesecˇeve orbite dL 3,844·108 m
Jakost Suncˇeva zracˇenja I 1 367,213 J m−2 s−1
Atmosferski tlak p0 101 325 Pa
Temperatura Zemljine povrsˇine Tp 288,2 K
Stefan–Boltzmannova stalnica σ 5,670·10−8 J K−4 m−2 s−1
Opc´a gravitacijska stalnica G 6,673·10−11 kg−1 m3 s−2
Opc´a plinska stalnica R 8,314 J K−1 mol−1
josˇ se uvijek razvijaju eksperimentalne tehnike mjerenja podataka Zemljine
prosˇlosti unatrag stotina tisuc´a, pa cˇak i milijuna godina. To je sasvim
druga ljestvica i predmet ovog rada su klimatske promjene upravo na takvoj
ljestvici.
Sve su eksperimentalne metode odredivanja temperature u prosˇlosti Zem-
lje posredne — to im je glavna mana. Naime, ne postoji izravan zapis tem-
perature u Zemljinoj prosˇlosti, nego se promjene temperature ocˇitavaju u
promjenama odredenih elemenata na Zemlji za koje se dobro zna kako ovise
o temperaturi na Zemlji, bilo povrsˇinskoj bilo atmosferskoj.
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Najcˇesˇc´a takva metoda je mjerenje koncentracija pojedinih izotopa, a
najcˇesˇc´i od izotopa koji se koristi za izlucˇivanje podataka za temperaturu je
18O. Naime, razlicˇita je koncentracija tog izotopa u arkticˇkom i antarkticˇkom
ledu i u oceanu. Otapanjem leda dolazi do promjene koncentracije 18O
u oceanu, a otapanje leda znacˇi poviˇsenje temperature. S druge strane,
trenutne koncentracije ostaju zabiljezˇene u slojevima leda na polovima koji
se stvaraju u svakom trenutku. Tako proucˇavanjem danasˇnjih koncentracija
kisikova izotopa u ovisnosti o dubini polnog leda mozˇemo, znajuc´i kojem
vremenu prosˇlosti odgovara pojedina dubina i znajuc´i vezu koncentracije i
temperature, dobiti temperaturu u prosˇlosti Zemlje.
Postoji nekoliko eksperimenata, tocˇnije znanstvenih udruzˇenja koja mjere
podatke za koncentracije 18O, CO2 i niza drugih plinova i/ili izotopa eleme-
nata. Ipak, dvije su eksperimentalne grupe najdalje otiˇsle i sˇto se ticˇe dubine
podataka (koliko u prosˇlost sezˇu) i sˇto se ticˇe razlucˇivosti odnosno gustoc´e
podataka. To su ruska postaja Vostok i EPICA projekt s nekoliko postaja,
sve na Antarktici.
Podatci s postaje Vostok objavljeni su u [53]. Prikazani su na sl. 1.1 Sezˇu
do ∼423 ky u prosˇlost za temperaturu i ∼414 ky za ugljicˇni dioksid. Takoder,
podatci za temperaturu su puno gusˇc´i nego za koncentraciju ugljicˇnog diok-
sida: imamo 3 311 tocˇaka za temperaturu, a 283 tocˇke za koncentraciju CO2
u otprilike jednakom vremenskom rasponu. Druga je znacˇajka podataka da
su gusˇc´i sˇto su blizˇe sadasˇnjosti, sˇto mozˇemo i ocˇekivati buduc´i da je tezˇe
tocˇno odrediti koncentracije u starijim slojevima nego u mladim. Jedna je
od najbitnijih znacˇajki ovih podataka, kako c´emo vidjeti, gotovo jednaka
temperatura minimuma, koja c´e nam predstavljati granicˇnu temperaturu za
oporavak iz ledenog doba. Ta se minimalna temperatura krec´e u rasponu od
1 K za sve minimume. Raspon (amplituda) podataka za temperaturu je oko
12 K dok je raspon koncentracija CO2 oko 120 ppmv.
Druga je skupina podataka na koju c´emo se uglavnom pozivati u ovom
radu ona projekta EPICA, ovdje konkretno s postaje EPICA Dome C na
Antarktici. Ti su podatci objavljeni u [28]. Prikazani su na slici 1.2. Sa slike
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Slika 1.1: Eksperimentalni podatci postaje Vostok za koncentraciju CO2 (gore) i za tempe-
raturu (dolje) [53]. Za jedinice v. A Dodatak.
je jasno vidljivo da imaju slicˇne znacˇajke kao i podatci postaje Vostok, izuzev
najvazˇnije znacˇajke, a to je dubina: EPICA podatci sezˇu ∼802 ky u prosˇlost
za temperaturu i∼799 ky za koncentraciju ugljicˇnog dioksida. Takoder im je i
gustoc´a razlicˇita: 5 788 tocˇaka za temperaturu i 1 096 tocˇaka za koncentraciju
CO2. Gustoc´a podataka u odnosu na Vostok je za temperaturu gotovo ista
(posljednji su nesˇto malo gusˇc´i), ali za CO2 su EPICA podatci dvostruko
gusˇc´i.
Zbog bolje gustoc´e za CO2, ali prvenstveno zbog dvostruke dubine, pr-
votni su podatci koje c´emo u ovom radu koristiti EPICA podatci [28] prika-
zani na sl. 1.2. Ta c´e nam dubina biti kljucˇna: npr., vidjet c´emo da EPICA
podatci ne daju klimatski period na ∼400 ky, sˇto u podatcima s Vostoka po
definiciji ne mozˇemo ni gledati jer imamo samo jedan takav ciklus. Uz to, svi
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(a) EPICA podatci za temperaturu.
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(b) EPICA podatci za ugljicˇni dioksid.
Slika 1.2: EPICA podatci za temperaturu i ugljicˇni dioksid [28]. Za jedinice v. A Dodatak.
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ostali periodi c´e biti istaknutiji, jer jednostavno imamo viˇse jedinicˇnih ciklusa
za pojedini period. Stoga dalje gotovo stalno radimo s EPICA podatcima.
Konacˇno, ni iz podataka postaje Vostok (sl. 1.1) ni iz podataka projekta
EPICA (sl. 1.2) nije nimalo vidljiv fazni pomak podataka za temperaturu u
odnosu na podatke za koncentraciju CO2, a to je jedno od temeljnih pitanja
na koja zˇelimo odgovoriti jer pomak u fazi izravno daje odgovor na pitanje
uzrocˇno–posljedicˇne veze koncentracije CO2 i temperature. S druge strane,
modeli koji c´e tvrdo teorijski opisati ovakve promjene gotovo da i ne postoje.
Ova dva pitanja zadatak su sljedec´ih poglavlja.
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2. Poglavlje
Atmosfera kao klasicˇni idealni plin
2.1 Fizicˇki opis atmosferskih promjena
Prac´enje klime odnosno promjena u atmosferi sezˇe daleko u prosˇlost, vjero-
jatno od postanka cˇovjeka i to, jasno, iz cˇisto prakticˇnih razloga. Skocˇimo li
odmah u danasˇnje doba i u polozˇaj moderne znanosti zamijetit c´emo zani-
mljivu cˇinjenicu. Premda su promjene atmosfere eksperimentalno jako dugo
i precizno opazˇane, tako da je u eksperimentalnom pogledu ovo jedno od naj-
potpunijih znanstvenih podrucˇja, fizicˇke teorije koje bi dale fundamentalan
opis opazˇenih promjena su jako rijetke. Sˇto se posebno promjena temperature
u atmosferi ticˇe, teorija je josˇ slabija. Prakticˇki gotovo da i nema ozbiljnije
termodinamicˇke teorije koja bi odredila fundamentalne granice i pravilnosti u
dinamici atmosferske temperature. Prvi je takav pokusˇaj pocˇetkom prosˇlog
stoljec´a napravio sˇvedski fizicˇar i kemicˇar Svante Arrhenius (1859.–1927.),
koji je promatrao atmosferu cˇisto kao ravnotezˇni idealni plin izlozˇen kombi-
naciji nekoliko zracˇenja [5, 6]. Druga je zanimljiva teorija stotinjak godina
mlada (ali jedna od rijetkih koje su se uhvatile u kosˇtac s ovim problemom),
tzv. adijabatska teorija Sorokhtina i Chillingara [13, 14, 15, 32, 61, 63]. Ovdje
c´emo iznijeti temeljne postavke obiju teorija, a za drugu c´emo donijeti nesˇto
sˇire proracˇune i dati kriticˇki osvrt jer trenutno ne postoji u literaturi.
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2.2 Arrheniusova teorija
Zˇelec´i objasniti postanak ledenih doba o kojima se, kako kazˇe, tada zˇivo
raspravljalo, Svante Arrhenius je razvio teoriju ucˇinka promjene koncentracije
ugljicˇnog dioksida na temperaturu atmosfere i tako pionirski uveo staklenicˇki
ucˇinak. Premda su ideje teorije objavljene kroz niz cˇlanaka, najiscrpnije i
najdetaljnije je isnesena u njegovu cˇlanku [5] iz 1896. i u knjizi [6] iz 1903.
Ovdje c´emo izvesti njegovu teoriju prema cˇlanku [5].
2.2.1 Temeljne pretpostavke teorije
Prva je Arrheniusova pretpostavka da zrak u atmosferi prima toplinu na dva
nacˇina:
(a) selektivnom difuzijom, kojom se uglavnom prenosi toplina Suncˇeva UV
zracˇenja jer je neosjetljiva na dio spektra kojem odgovara zracˇenje sa
Zemlje;
(b) selektivnom apsorpcijom, koja je neosjetljiva na vidljivi i UV dio spek-
tra ali dominira u infracrvenom dijelu, dakle glavna je za prijenos
topline sa Zemlje.
Na temelju tadasˇnjih mjerenja Arrhenius pretpostavlja da su glavne sastoj-
nice atmosfere koje su odgovorne za prijenos topline vodena para i ugljicˇni
dioksid1. Nadalje pretpostavlja, i to opet na temelju nekoliko pokusa prije
njega, da povec´anje ovih sastojnica zraka ne utjecˇe bitno na gornji ucˇinak
(a), a utjecˇe na (b) odnosno na upijanje topline sa Zemlje.
U odredivanju temperature atmosfere na temelju temperature Zemljine
povrsˇine zanemaruje se grijanje vodenjem topline iz unutrasˇnjosti Zemlje i
pretpostavlja se da se stopa ukupnog vodenja topline na neko mjesto ne
mijenja u vremenu. Oblaci se u modelu smatraju staticˇnima, tako da je
1U izvornom radu, da ne bude zabune, Arrhenius ugljicˇni dioksid (CO2) naziva ugljicˇna
kiselina (eng. carbonic acid) u skladu s tadasˇnjim kemijskim nazivljem.
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jedini cˇimbenik koji utjecˇe na promjenu temperature propusnost (eng. trans-
parency) atmosfere. Ukratko, prethodno znacˇi da je model staticˇan. Na-
posljetku, temeljna je i kljucˇna pretpostavka modela da su Zemlja i atmosfera
u termodinamicˇkoj ravnotezˇi, sˇto znacˇi (i) da atmosfera otpusˇta u svemir
isto topline koliko prima zracˇenjem sa Sunca, zracˇenjem s povrsˇine Zemlje i
konvekcijom zraka s povrsˇine Zemlje (izvorno eng. “by means of ascending
currents”) te (ii) da Zemlja otpusˇta u atmosferu onoliko topline koliko primi
Suncˇevim zracˇenjem (onaj dio koji se ne upije u atmosferi). Zanemaruje se
zracˇenje sa Sunca kojeg atmosfera reflektira u svemir i pretpostavlja se da se
zracˇenje reflektirano sa Zemlje ne upija u atmosferu.
2.2.2 Promjena temperature zbog promjene propusnosti
Zamislimo da imamo dva siva tijela jedno u drugom: unutarnje zracˇi prema
van, izmedu je meduprostor, a vanjsko zracˇi na obje strane. Neka je propus-
nost2 i temperatura povrsˇine unutrasˇnjeg 1 − A′ i T a vanjskog 1 − A′′ i Θ.
Tada je kolicˇina zracˇenja s povrsˇine unutrasˇnjeg prema Stefan–Boltzmannovu
zakonu (1− A′)σT 4, a dio od toga koji je predan unutrasˇnjoj povrsˇini vanj-
skog tijela je (1 − A′)(1 − A′′)σT 4. Medutim, ta povrsˇina takoder zracˇi
kolicˇinu topline (1−A′′)σΘ4 prema unutra, a od toga unutrasˇnje tijelo upija
(1−A′)(1−A′′)σΘ4. Prema tome, ukupan je prijenos topline s unutrasˇnjeg
na vanjsko tijelo
W = (1− A′)(1− A′′)σ(T 4 −Θ4). (2.1)
Shvatimo li prethodna dva tijela kao Zemlju (unutrasˇnje) i atmosferu
(vanjsko), mozˇemo napisati ukupnu jednadzˇbu za prijenos topline za po-
jedino tijelo. Ukoliko jakost Suncˇeva zracˇenja oznacˇimo s I (v. tablicu
1.2) i koeficijent apsorpcije atmosfere za Suncˇevo zracˇenje s 1 − A, te uve-
demo Q kao toplinu koja se preda atmosferi sa Zemlje drugim putevima
osim zracˇenja, prvenstveno vodenjem i strujanjem, a Q kao isto to u dru-
gom smjeru, tj. toplinu predanu Zemlji drugim mehanizmima osim zracˇenja,
2Ovdje je A velicˇina koja odgovara koeficijentu refleksije i zove se albedo. Buduc´i da je
to velicˇina koja se navodi u svim tablicama, izrazˇavamo propusnost preko nje.
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mozˇemo napisati jednadzˇbu za ravnotezˇu atmosfere prema pretpostavkama
na kraju prethodnog odlomka:
σ(1− A′′)Θ4 = (1− A′)(1− A′′)σ(T 4 −Θ4) + (1− A)I +Q. (2.2)
Prvi je cˇlan toplina otpusˇtena iz atmosfere u svemir, drugi je toplina predana
sa Zemlje atmosferi (jednadzˇba (2.1)), trec´i je Suncˇevo zracˇenje upijeno u
atmosferi i cˇetvrti (Q) je toplina koja se preda atmosferi sa Zemlje drugim
putevima osim zracˇenja, prvenstveno vodenjem i strujanjem. Slicˇna je jed-
nadzˇba za Zemljinu povrsˇinu:
(1− A′)(1− A′′)σ(T 4 −Θ4) + A′′σ(1− A′)T 4 = A(1− A′)I +Q. (2.3)
Prvi je cˇlan toplina otpusˇtena u atmosferu, drugi toplina otpusˇtena u svemir
(koja nije upijena u atmosferi), trec´i je zracˇenje sa Sunca koje nije upijeno
u atmosferi i cˇetvrti je analogan Q, samo u drugom smjeru, tj. toplina
predana Zemlji drugim mehanizmima osim zracˇenja.
Jednadzˇbe (2.2) i (2.3) predstavljaju sustav dviju jedandzˇbi s dvjema
nepoznanicama (T i Θ) te parametrom 1 − A′′, dok su sve ostalo poznate
stalnice. Iz prve jednadzˇbe (2.2) ocˇitavamo Θ4, cˇijim ubacivanjem u drugu
imamo:
T 4 =
(1−A′)((1−A)I+Q)
1+(1−A′) + A(1− A′)I +Q
(1− A′)(1− A′′)σ − σ(1−A′′)(1−A′)2
1+(1−A′) + σA
′′(1− A′)
=
(1 + A− AA′)I +Q +
(
1 + 1
1−A′
)
Q
(1 + A′′ − A′A′′)σ
≡ K
1 + A′′(1− A′) . (2.4)
Odavde odmah mozˇemo vidjeti opc´enit zakljucˇak: T je (monotono) padajuc´a
funkcija od A′′, odnosno rastuc´a od 1 − A′′, koji je mjera upijanja zracˇenja
atmosfere sa Zemlje. Dakle, smanjenje atmosferskog albeda na zracˇenje sa
Zemlje uzrokovat c´e povec´anje temperature povrsˇine Zemlje.
Jedna je zamjerka ovom modelu da implicitno pretpostavlja da je ras-
podjela temperature u atmosferi jednolika, a mi znamo da tome nije tako:
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znamo da temperatura opada s visinom, sˇto c´e umanjiti prvi cˇlan u (2.2) i
(2.3). Arrhenius je koristec´i tadasˇnje podatke iz pokusa procijenio razliku
najviˇseg i najnizˇeg sloja znacˇajnog za nasˇu analiza na 42 K. Dakle, za ovu
popravku treba uvrstiti (Θ+42 K)4 umjesto Θ4 u drugi cˇlan jednadzˇbe (2.2)
odnosno u prvi cˇlan jednadzˇbe (2.3). Kad ponovimo racˇun, ova popravka
ulazi u konacˇan rezultat kao stalnica C u nazivniku (2.4):
T 4 =
K
1 + CA′′(1− A′) . (2.5)
Medutim, vrijednost je C oko 1 (1 do 2), i u konacˇnici prakticˇno daje
popravku od pola do 1 %.
2.2.3 Stvarni podatci i procjena
Koristec´i geografske i meteorolosˇke podatke za stalnice u jednadzˇbi (2.4) Arr-
henius je izracˇunao promjene temperature uzrokovane promjenama koncen-
tracije ugljicˇnog dioksida za razne geografske sˇirine i godiˇsnja doba. Tablica iz
njegova izvornog rada — da malo docˇaramo i duh vremena — prikazana je na
?
?
Slika 2.1: Promjena temperature u odnosu na promjenu koncentracije CO2. Preuzeto iz [5].
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sl. 2.1. Uz cˇinjenicu da zakon porasta temperature s porastom koncentracije
ugljicˇnog dioksida vrijedi za Zemlju kao cjelinu, Arrhenius je prvi primijetio
i sam izraz te pravilnosti, koja se po njemu zove Arrheniusov zakon: ako
se koncentracija ugljicˇnog dioksida povec´ava geometrijski, temperatura raste
aritmeticˇki, odnosno:
T = T0 ln
c(CO2)
c0
. (2.6)
Odmah se postavlja pitanje: zar nismo vec´ izveli ovisnost T o koncen-
traciji ugljicˇnog dioksida u jednadzˇbi (2.4) jer je na pocˇetku razmatranja
pretpostavljeno da A′′ linearno ovisi o porastu koncentracije CO2? Up-
ravo zbog razlike parametara po podrucˇjima i vremenu u godini, zakon po-
rasta temperature (2.4) izveden gore pri uracˇunavanju stvarnih vrijednosti
djelotvorno pokazuje logaritamsku ovisnost. Da to i slikovito pokazˇemo, na
sl. 2.2 prikazali smo 3 skupa tocˇaka iz tablice sa slike 2.1: srednje godiˇsnje
à
à
à
à
à
æ
æ
æ
æ
æ
ò
ò
ò
ò
ò
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
-2
0
2
4
6
8
cHCO2L @AMatmD
D
T
@K
D
Slika 2.2: Prilagodena funkcija (2.6) na tri skupa podataka iz Arrheniusove tablice (sl. 2.1):
srednje godiˇsnje vrijednosti za 70◦-60◦ (plavi kvadratic´i), -10◦-(-20◦) (ljubicˇasti kruzˇic´i) i za
-30◦-(-40◦) (smedi trokutic´i) geografske sˇirine. AMatm je stara jedinica (“air mass”) za duljinu
puta zrake svjetlosti u zraku, koja je mjera koncentracije.
vrijednosti za 70◦-60◦, -10◦-(-20◦) i za -30◦-(-40◦) geografske sˇirine, odnosno
prvi, deseti i dvanaesti redak za 6., 11., 16., 21. i 26. stupac.
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2.2.4 Kritika Arrheniusova modela
Ovaj model jasno postavlja staklenicˇki ucˇinak upravo u onom obliku u kojem
je najˇsire poznat. Pretpostavljajuc´i da je grijanje atmosfere posljedica ka-
paciteta odredenih plinova (koji se stoga zovu staklenicˇki plinovi, eng. green-
house gases) da viˇse ili manje upijaju toplinsko zracˇenje sa Zemlje, ovaj model
formalno pokazuje kako iz te pretpostavke slijedi zakljucˇak da povec´anje kon-
centracije ugljicˇnog dioksida kao glavnog predstavnika staklenicˇkih plinova
uzrokuje povec´anje temperature Zemljine povrsˇine i atmosfere [5, 51].
Zapravo, ovaj je model u osnovi svih danasˇnjih predvidanja o tzv. glo-
balnom zatopljenju zbog industrijskog ispusˇtanja odredene kolicˇine CO2 u
atmosferu. Premda star sto godina i definitivno prejednostavan (tocˇnije,
dobrim dijelom utemeljen na procjenama), koristi se kao intuitivan teorijski
argument za postojanje globalnog zatopljenja. U stvari, i kao takav se rijetko
koristi jer se kao argumenti uglavnom navode meteorolosˇki podatci kroz zad-
njih dvjestotinjak godina, dakle eksperimentalna potkrjepa, a Arrheniusova
teorija se uzima kao argument samo kada je potrebno teorijsko objasˇenjenje
tih podataka.
Medutim, primijetimo zajedno s dijelom znanstvene zajednice da je gla-
vna boljka modela, uz njegovu izrazitu jednostavnost, i ono sˇto smo vec´ na
pocˇetku naveli kao pretpostavku, a to je staticˇnost. To je glavni razlog zbog
kojeg mozˇemo dovesti u pitanje rezultate teorije. Naime, atmosfera je di-
namicˇan termodinamicˇki sustav na takvoj prostornoj ljestvici i s takvim svoj-
stvima da se za potpun i dobar opis njegovih svojstava nuzˇno mora uracˇunati
dinamika. Ovakav model jednostavno ne govori niˇsta o daljnjim promje-
nama usljed povec´anja temperature atmosfere. Ukoliko kao glavni cˇimbenik
gubitka topline iz atmosfere pretpostavimo zracˇenje u svemir iz gornjih slo-
jeva (sˇto jest Arrheniusova pretpostavka) i ako postoji razlika u tempera-
turi izmedu najnizˇeg i najviˇseg sloja atmosfere (takoder pretpostavljeno —
sjetimo se popravke (2.5) upravo zbog toga), nije li logicˇno pretpostaviti
i u model uracˇunati strujanje (konvekciju) toplog zraka iz donjih slojeva u
gornje? Uz ovaj smjer, ne bi li trebalo uracˇunati i moguc´nost strujanja u late-
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ralnom smjeru, tj. na istoj visini, npr. usljed pojacˇane sinopticˇke aktivnosti,
koja mozˇe znatno izmijeniti temperaturu odredenog polozˇaja (relacija (2.4))?
Ovakvu nadogradnju i istodobno kritiku predstavlja adijabatska teorija.
2.3 Adijabatska teorija
Adijabatsku su teoriju vrlo nedavno (zadnjih 10 do 20 godina) uveli O. G.
Sorokhtin, G. V. Chillingar i L. F. Khilyuk, sˇto u nizu cˇlanaka [13, 14, 15, 32,
61], sˇto u svjezˇe izdanoj knjizi [63]. Ovdje c´emo kratko predstaviti teoriju,
izvesti njene glavne rezultate, dio kojih nije izveden ni u jednoj gore navede-
noj publikaciji, te je prosˇiriti i na kraju dati komentar.
2.3.1 Pretpostavke teorije
Glavni cˇimbenici koji odreduju klimu na Zemlji — u tome se svi slazˇu — su
svakako:
(a) jakost Suncˇeva zracˇenja u danom trenutku i u prosˇlosti;
(b) gustoc´a i sastav Zemljine atmosfere tj. moc´ upijanja tog zracˇenja i
zracˇenja sa Zemlje.
Ideja koja gotovo stotinu godina dominira ovim dijelom znanosti je da odre-
deni plinovi (staklenicˇki plinovi) najviˇse doprinose drugom ucˇinku, sˇto je
viˇse–manje provjerena pretpostavka. Medutim, iduc´a je pretpostavka, sˇto
je ujedno i rezultat prethodne, staticˇne Arrheniusove teorije, da povec´anje
koncentracije tih plinova uzrokuje poviˇsenje temperature atmosfere i Zemljine
povrsˇine. No, (i) Arrheniusova teorija i zakon logaritamskog rasta josˇ uvijek
je samo teorija, s nedostatcima navedenim u odjeljku 2.2.4, koja je vec´ tada,
prije 100 godina, prihvac´ena bez da je bila eksperimentalno tvrdo provjerena;
(ii) zakljucˇak da c´e atmosfera biti toplija sˇto je viˇse staklenicˇkih plinova jest
i intuitivan i koliko–toliko ocˇit. Medutim, to josˇ ne znacˇi da je tocˇan.
Naime, sjetimo se tzv. kopernikanskog obrata. Svakom je cˇovjeku tada bilo
(a i danas je) i intuitivno i ocˇito ono sˇto je predlagala uvrijezˇena teorija, a to
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je da se Sunce giba oko Zemlje. Uostalom, to je svakidasˇnje iskustvo svakoga
cˇovjeka. Ipak, ispostavilo se da ono sˇto je svima ocˇito ipak nije istinito i
nastala je nova teorija o heliocentricˇnom sustavu. Svaka se fizicˇka teorija, pa
tako i Arrheniusova odnosno teorija staklenicˇkog ucˇinka, uvijek treba moc´i
zapitati zˇivi li u eri prije kopernikanskog obrata. Tocˇnije, pokriva li ono sˇto
je “ocˇito” neki drugi model na ispravan nacˇin dok trenutni to “pokriva” na
neispravan nacˇin?
Kao rezultat takvog propitkivanja, ali i potrebe za boljom teorijom me-
duutjecaja temperature i koncentracije ugljicˇnog dioksida, predlozˇena je adi-
jabatska teorija staklenicˇkog ucˇinka. Osim sˇto propitkuje smjer utjecaja gore
navedenog cˇimbenika (b), ova teorija daje kritiku prethodnoj na racˇun zane-
marivanja cˇimbenika (a) odnosno njegovih promjena kroz geolosˇku prosˇlost
na fluktuacije temperature na Zemlji.
Atmosfera je disipativan i nelinearan dinamicˇki sustav koji ujedinjuje
mnosˇtvo meduutjecaja koje okvirno, prema shemi u Uvodu, zovemo “oscila-
torima” (u sˇirem smislu). Zbog takvog karaktera atmosfera ima moguc´nost
stvaranja stabilnih termodinamicˇkih struktura u vremenu, koje su pak odre-
dene parametrima dinamicˇkog procesa. Ovdje su ti parametri primjerice
molna masa zraka u atmosferi, svojstveni toplinski kapacitet, albedo, jakost
Suncˇeva zracˇenja, precesijski kut Zemlje, itd.
Iz ovog je odmah ocˇit i napredak ovakve teorije u odnosu na prethodnu:
ova c´e teorija dati i rjesˇenja utjecaja strukture atmosfere na njene promjene
kao i moguc´nost ukljucˇenja dodatnih i lokalnih parametara, npr. visina,
tok topline ciklonama i anticiklonama, snijeg, itd. Prethodna Arrheniusova
teorija bila je globalna jer je izvedena za opc´enitu tocˇku na Zemljinoj povrsˇini
i sve tocˇke u stupcu zraka iznad nje — bilo gdje na Zemlji, pa je po definiciji
iskljucˇivala prethodne dvije moguc´nosti.
Zbog bitno razlicˇitih svojstava, mehanizmi prijenosa topline nisu isti za
sve dijelove atmosfere (v. odjeljak 1.1 na str. 5). U troposferi zbog velike
gustoc´e prednjacˇi konvekcija odnosno strujanje (i) dok u dosta rjedoj mezo-
sferi i stratosferi prednjacˇi upijanje Suncˇeva UV zracˇenja odnosno radijacija
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(ii). Tomu treba pridodati josˇ prijenos topline kondenzacijom/isparavanjem
vodene pare (iii). Ovo su tri osnovna nacˇina prijenosa topline u atmosferi.
Bitno je napomenuti, da ne bude zabune, da adijabatska teorija ne daje
promjenu temperature u atmosferi s visinom: za to postoje drugi klimatolosˇki
modeli i mjerenja. Ova teorija daje ucˇinak promjene koncentracije ugljicˇnog
dioksida na promjenu temperature — to je njen glavni cilj. No, krenimo
postepeno do tog cilja.
2.3.2 Promjena tlaka u troposferi
Prije upusˇtanja u samu teoriju, koja — jer je adijabatska — bitno ovisi o
tlaku, trebamo znati kako se tlak mijenja u troposferi kao sloju koji jedini
sadrzˇi dovoljno gust zrak da se mozˇe usporediti s idealnim plinom. Tu koris-
timo poznati rezultat.
Uzmimo odredeni element volumena V na visini h iznad Zemljine povrsˇine.
Pri stalnom tlaku i temperaturi pripadni je termodinamicˇki potencijal Gibb-
sova slobodna energija G = E + pV umjesto unutarnje energije E. U ovom
slucˇaju ona c´e dobiti, uz cˇlan koji odgovara slobodnoj energiji klasicˇnog ide-
alnog plina bez ovakve vanjske sile (oznacˇimo ga sG0), i gravitacijsku energiju
cˇestica u volumenu V :
G = G0 +Nmgh, (2.7)
gdje je N broj cˇestica u volumenu, m masa svake od njih, h visina i g tezˇinsko
ubrzanje. U ravnotezˇi c´e, buduc´i da je derivacija G–a tada 0, G biti stalan.
Ocˇito nam ostaje nac´i G0, za kojeg znamo da vrijedi G0 = −kT lnZ, gdje
je Z particijska funkcija za nasˇ problem. Kako imamo stalan tlak i tempe-
raturu, to nije kanonska particijska funkcija, nego njen ekvivalent Gibbsovoj
slobodnoj energiji (tj. E → E + pV ):
Z = 1
N !Γ3N0
∫
e−
E+pV
kT dΓdV
=
1
N !Γ3N0
∞∫
0
e−
pV
kT dV
∫
exp
(
−
N∑
i=1
|pi|2
2mkT
)
N∏
i=1
d3pid
3ri
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=
1
N !Γ3N0
∞∫
0
e−
pV
kT dV
N∏
i=1
∫
exp
( |pi|2
2mkT
)
d3pi︸ ︷︷ ︸
CN
V N
=
CN
N !Γ3N0
∞∫
0
V Ne−
pV
kT dV
=
1
N !C˜N
(
kT
p
)N+1 ∞∫
0
xNe−xdx
︸ ︷︷ ︸
Γ(N+1)
=
(
kT
C˜p
)N
. (2.8)
Ovdje je redom: Γ0 jedinicˇni volumen faznog prostora, dΓ element volumena
faznog prostora, k Boltzmannova stalnica te pi i ri zalet i polozˇaj cˇestice. Na
pocˇetku je ukljucˇena norma faznog prostora i dobro Boltzmannovo brojanje,
u drugom je redu uvrsˇtena energija cˇestice idealnog plina, u trec´em je prointe-
griran neovisni prostorni dio (V N) i iskoriˇsteno svojstvo da je eksponencijska
funkcija zbroja produkt eksponencijskih funkcija pribrojnika (CN), u petom
je redefinirano C˜ = h3/C i uvedena je zamjena pV
kT
↔ x pod integralom,
u sˇestom je konacˇno prepoznato da je integral definicija gama funkcije i
iskoriˇsteno je njeno svojstvo Γ(n+1) = n! te priblizˇeno N +1 ≈ N . Vratimo
se s ovim u (2.7):
G = −kT lnZ +Nmgh = NkT ln C˜p
kT
+Nmgh = C, (2.9)
odakle je
p =
kT
C˜
e
C
NkT e−
mgh
kT = p0e
−mgh
kT = p0e
− gM
RT
h, (2.10)
gdje smo uocˇili da je
m
k
=
muk
kN
=
muk
nR
=
M
R
. (2.11)
U prethodnom jemuk = Nmmasa elementa volumena V kojeg analiziramo, n
je njegova mnozˇina u molovima, R je opc´a plinska stalnica iM je molna masa
izvedena u (1.4), str. 7. Ovime smo dobili zakon opadanja tlaka promjenom
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visine u atmosferi. Za h = 0 imamo atmosferski tlak na povrsˇini Zemlje (v.
tablicu 1.2).
2.3.3 Upijanje Suncˇeva zracˇenja
Sunce smatramo usijanim crnim tijelom koje prema tome zracˇi gustoc´u snage
σT 4Sunce. Poznavanjem temperature Sunca, odavde smo dobili jakost Suncˇeva
zracˇenja na povrsˇini Zemlje I navedenu u tablici 1.2. Ako Zemlju shva-
timo kao sivo tijelo albeda A, onda c´e temperatura postignuta upijanjem
zracˇenja (za precesijski kut ψ = 0; na to c´emo se josˇ vratiti) biti obrat
Stefan–Boltzmannova zakona:
T 4ef =
(1− A)I
4σ
, (2.12)
dok je odbijemo zracˇenje dano s Tr = AI/4σ. Da je Zemlja crno ti-
jelo, to bi bilo Tct = I/4σ. Mnozˇitelj 4 u nazivniku dolazi od cˇinjenice
da je djelotvorna upojna povrsˇina Zemlje njezin presjek (piR2⊕) a ne cijela
povrsˇina (4piR2⊕), pa se djelotvorno upija 4 puta manje zracˇenja sa Sunca.
Ovaj mnozˇitelj zovemo “geometrijski cˇimbenik” i njemu se vrac´amo u iduc´em
odlomku.
Zemljin prosjecˇni albedo je dobro poznat i iznosi A ≈ 0.3. Uvrsˇtavanjem
toga i vrijednosti iz tablice 1.2 u (2.12) dobivamo
Tef = 254, 872 K ≈ 255 K. (2.13)
Ova temperatura predstavlja djelotvornu temperaturu Zemlje gledane iz sve-
mira, odnosno djelotvornu temperaturu koju “dobiva” Zemlja sa Sunca.
Staklenicˇki ucˇinak se definira kao razlika djelotvorne temperature Tef
Zemlje i njene povrsˇinske temperature Tp = 15
◦C = 288 K (znamo je iz
mjerenja):
∆T = Tp − Tef = 33 K. (2.14)
Dakle, klasicˇna vrijednost staklenicˇke promjene temperature ∆T je 33 stup-
nja.
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Za trenutnu Zemljinu temperaturu, medutim, gotovo presudnu ulogu
ima trenutni albedo A, koji je izravna posljedica naoblacˇenja odnosno za-
sjenjenosti Zemlje oblacima. Djelotvorno, A zapravo mozˇemo zamisliti kao
Zemljin koeficijent refleksije Suncˇeva zracˇenja u atmosferi. Usporedimo li
temperaturu Zemljine povrsˇine Tp i Tef , vidimo da A predstavlja negativnu
povratnu spregu izmedu njih: porast Tp uzrokuje pojacˇano isparavanje s
povrsˇine, odnosno porast naoblacˇenja i porast albeda; to pak smanjuje upi-
janje Suncˇeva zracˇenja i djelotvorno znacˇi manje grijanje Zemlje odnosno
manju Tef , a time i manji Tp. S druge strane, za negativnu povratnu spregu
iz teorije linearnog odgovora znamo da rezultira linearnom vezom, tj. znamo
da je Tp ∼ Tef . Daljnji razvoj teorije c´e dati tocˇnu vezu.
Zgodno je spomenuti i kvantne/kemijske mehanizme prijenosa topline
zracˇenjem. Ono je bitan cˇimbenik u rijetkim slojevima stratosfere i mezo-
sfere gdje se Suncˇevo zracˇenje upija u fotokemijskim reakcijama disocijacije
(i obratno). Glavne su reakcije pri tom:
O2 +HO2 
 2O, HO2 = 493, 92 kJ/mol, (2.15)
O3 +HO3 
 O+O2, HO3 = 100, 57 kJ/mol, (2.16)
H2O+HH2O 
 OH+O, HH2O = 493, 70 kJ/mol, (2.17)
CO2 +HCO2 
 CO+O, HCO2 = 525, 90 kJ/mol, (2.18)
gdje smo naznacˇili i pripadne energije reakcija, preuzete iz [18]. Pripadne su
valne duljine redom: λO2 = 242, 11 nm, λO3 = 1 193,08 nm, λH2O = 242, 28
nm, λCO2 = 227, 44 nm. Premda dusˇika ima najviˇse, nismo ga uopc´e pisali
jer je jakost Suncˇeva spektra na njegovoj energiji (941,69 kJ/mol; 127,02 nm)
4 reda velicˇine manja. Odavde imamo i jedan zanimljiv zakljucˇak, a to je da
je energija ozona u infracrvenom, a ne u ultraljubicˇastom spektru, pa ozon
nije odgovoran za upijanje UV zracˇenja, dok svi ostali jesu, jer su u UV dijelu
spektra. Klasicˇna zabuna nastaje jer se energija potpune disocijacije ozona
(O3 → O2+O→ O+O+O), koja ocˇito iznosi HO2 +HO3 = 594, 49 kJ/mol
odnosno 201,2 nm i lezˇi u UV spektru, poistovjec´uje s energijom disocijacije
ozona (2.16).
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Od gore navedenih reakcija, ozon je beznacˇajan u izravnom upijanju
Suncˇeva UV spektra, ali je znacˇajan jer daje osnovu za stvaranje kisika,
koji je pak najznacˇajniji u upijanju buduc´i da ga ima daleko najviˇse medu
reaktantima preostalih triju reakcija.
2.3.4 Geometrijski cˇimbenik
2.3.4.1 Slucˇaj ψ = 0
Mnozˇitelj 4 u nazivniku jednadzˇbe (2.12) je bio stavljen uz pretpostavku da
je kut nagiba Zemlje prema eklipticˇkoj ravnini (ψ) nula tj. da je Zemljin
ekvator u eklipticˇkoj ravnini. Nazovimo ga opc´enito B. Dosˇao je iz opc´enita
uocˇavanja da Stefan–Boltzmannov zakon vrijedi za intenzitet izracˇen preko
cijele povrsˇine tijela, pa tako i njegov obrat (ako govorimo o apsorpciji).
Medutim, u nasˇem slucˇaju upojna povrsˇina nije povrsˇina kugle tj. 4piR2⊕,
nego njen presjek: piR2⊕, pa je
B(ψ = 0) =
4piR2⊕
piR2⊕
= 4. (2.19)
Ovdje smo jasno naznacˇili da se radi o slucˇaju kad je kut Zemljine osi i
osi Sunca 0, odnosno kad je Zemljin ekvator u eklipticˇkoj ravnini. Tada B
zapravo mozˇemo zamisliti kao omjer povrsˇine koja ukupno upija zracˇenje,
a to je kugla jer se Zemlja okrec´e oko osi i djelotvorne povrsˇine koja upija
odnosno projekcije koju zrake cˇine na tijelo koje upija, a to je krug okomit
na ekvator.
2.3.4.2 Slucˇaj ψ = pi
2
Zamislimo i suprotan “limes”, u kojem okretna os tijela koje upija zracˇenje
lezˇi u eklipticˇkoj ravnini, tj. ψ = pi
2
. Zamislimo li sliku 2.3 za ψ = pi
2
, lako
je uocˇiti da je ukupna povrsˇina koja upija zracˇenje pola povrsˇine kugle, a
djelotvorna upojna povrsˇina je opet isti krug, pa je
B(ψ = pi
2
) =
2piR2⊕
piR2⊕
= 2. (2.20)
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Ovo je ocˇito najmanji moguc´i mnozˇitelj u nazivniku formule (2.12) odnosno
drugi ekstrem za B(ψ). Primijetimo, sˇto c´e nam trebati kasnije, da bi,
ako bismo pola vremena obasjavanja izlozˇili kuglu ovako, a drugu polovicu
zaokrenuli os za pi, tj. obasjvali je s druge strane (ψ = −pi
2
), konacˇan ucˇinak
bio isti kao da smo cijelo vrijeme kontinuirano okretali kuglu, tj. ukupna
obasjana povrsˇina bi bila dvostruko vec´a odnosno povrsˇina kugle, pa bi tada
B opet bio jednak 4.
2.3.4.3 Slucˇaj ψ = 23, 44◦
Ipak, mi znamo da je Zemlja nagnuta prema eklipticˇkoj ravnini pod kutom
ψ = 23, 44◦. Takva je situacija prikazana na sl. 2.3 u poprecˇnom presjeku.
Sad je mnozˇitelj B(ψ) — za opc´enit ψ— nesˇto slozˇeniji. Naime, vidimo da za
?
??????????????????
?
?
?
Slika 2.3: Shema polozˇaja Zemlje u odnosu na Sunce i eklipticˇku ravninu.
sve dijelove izuzev polnog kruga na povrsˇini kugle, koji je na slici 2.3 oznacˇen
isprekidanom crtom i sivom bojom, vrijedi isto kao da smo u slucˇaju ψ = 0,
tj. mnozˇitelj za taj dio c´e biti B1 = 4. Medutim, polni krug pri okretanju
Zemlje oko osi nje obasjan, pa za nj naocˇigled vrijedi razmatranje za drugi
slucˇaj, ψ = pi
2
, tj. B2 = 4 (ne 2 jer se mijenja projekcija smjera rotacije na
eklipticˇku ravninu, kao sˇto smo gore komentirali). Ovdje govorimo o zakriv-
ljenoj povrsˇini, pa stvari nisu basˇ toliko jednostavne: izracˇunajmo doprinos
tog dijela (polnog kruga) na isti nacˇin kao u dvama gornjim slucˇajevima, tj.
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kao omjer obasjane povrsˇine i njene projekcije na ekvatorsku ravninu (to je
djelotvorna mjera zakrivljenosti te povrsˇine):
B2 = 2
∫ ψ
0
R⊕dϑ
∫ 2pi
0
R⊕ sinϑdϕ
piR2⊕ sin
2 ψ
= 2
2piR2⊕(1− cosψ)
piR2⊕ sin
2 ψ
=
4
1 + cosψ
. (2.21)
Mnozˇitelj 2 je dosˇao zbog ucˇinka promjene smjera rotacije nakon pola godine,
kao sˇto je raspravljeno na kraju prethodnog odjeljka. Medutim, konacˇan izraz
nije B(ψ) = B1(ψ) + B2(ψ), jer ova dva dijela kugle, na koja smo rastavili
problem, ne doprinose jednako, niti u omjeru u kojem su im povrsˇine u
omjeru, pa c´emo imati
B = ζB1 + ξB2 (2.22)
i ostaje odrediti ζ i ξ. Vidimo da je ucˇinak polnog dijela kugle, koji je stalno
u sjeni (pola godine jedan pol, pola drugi) proporcionalan ψ: zamislimo li
kuglin isjecˇak za polni krug (otvornog kuta 2ψ), njegova c´e povrsˇina biti
2 · 2ψR2⊕, dok c´e povrsˇina preostalog dijela polukugle biti 2(pi − 2ψ)R2⊕ —
i ta dva faktora govore o relativnom znacˇaju pojedinih dijelova prethodnog
racˇuna (naime, udio kruga u isjecˇku je vec´ uracˇunat u B2). Dakle, ako
rastavimo povrsˇine:
2(pi − 2ψ)R2⊕ + 4ψR2⊕ = 2piR2⊕ ⇔
pi − 2ψ
pi︸ ︷︷ ︸
ζ
+
2ψ
pi︸︷︷︸
ξ
= 1, (2.23)
gdje smo tezˇinske mnozˇitelje normirali na 1, kako bi davali dobre poznate
limese: B(0) = B1 i B(
pi
2
) = B2. Prema tome, konacˇno je
B(ψ) =
pi − 2ψ
pi
4 +
2ψ
pi
4
1 + cosψ
. (2.24)
Djelotvorna je temperatura Zemlje prema (2.12) sad
T 4ef =
(1− A)I
B(ψ)σ
=
(1− A)I
4σ
(
pi − 2ψ
pi
+
2ψ
pi
1
1 + cosψ
) . (2.25)
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Trenutni je Zemljin precesijski kut (v. tablicu 1.2) 23,44◦, pa je
B(23, 44) = 3, 5015. (2.26)
Odatle dobivamo popravljenu vrijednost djelotvorne temperature Tef = 263, 5
K. U proracˇunima za danasˇnju Zemlju koristit c´emo nadalje taj broj, ali
ovisnost (2.25) c´e nam kasnije josˇ trebati.
2.3.5 Konvekcija kao adijabatski proces
Upravo zato sˇto postoje tri razlicˇita mehanizma prijenosa topline, od ko-
jih smo jedan upravo uveli, a dva c´emo sad josˇ uvesti, atmosfera mozˇe
preraspodijeliti temperaturu tako da ta raspodjela u troposferi bude adija-
batska, tj. raspodjela koja c´e uravnotezˇiti sˇirenje i hladenje zraka pri usponu
iz donjih slojeva (jer su topliji) te zbijanje i grijanje zraka pri spusˇtanju iz
gornjih slojeva (jer su hladniji). Uocˇimo da, ukoliko konvekciju kao meha-
nizam izbacimo iz razmatranja, nemamo zahtjeva za ovom pretpostavkom:
ona postoji kao zahtjev za uravnotezˇenje procesa konvekcije jer znamo da
je atmosfera ravnotezˇna, a pri tom procesu nema neto prijenosa topline, tj.
toplina se povec´ava ne zbog grijanja nego zbog povec´anja tlaka, odnosno ne
smanjuje se zbog izravna hladenja nego zbog smanjenja tlaka. To je upravo
adijabatski proces.
Vrijedi napomenuti da ovdje ne govorimo o adijabatskom procesu na
kratkoj, trenutnoj vremenskoj ljestvici. Konvekcija je atmosferski proces
na vremenskoj ljestvici od nekoliko do mjesec dana, pa na toj ljestvici vri-
jedi i nasˇ zahtjev za adijabaticˇnosˇc´u. Ipak, u odnosu na period promjena
Zemljine klime, takva ljestvica (mjesec dana) zapravo znacˇi “trenutno”.
Jednadzˇba adijabatskog procesa dobro je poznata:
pV γ = C, (2.27)
gdje je C stalnica, a γ je adijabatski koeficijent dan kao omjer (svojstvenih)
toplinskih kapaciteta pri stalnom tlaku u stalnom volumenu:
γ =
Cp
CV
=
cp
cV
(2.28)
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i iznosi priblizˇno 1,3 za troatomne plinove, a 1,4 za dvoatomne plinove.
Ovdje smo oznacˇili velikim slovima toplinske kapacitete, a malim svojstvene
toplinske kapacitete. Takvo c´e se obiljezˇavanje koristiti do kraja rada. Uvr-
sˇtavanjem jednadzˇbe stanja idealnog plina (pV = NkT ) za V u (2.27) dobi-
vamo p1−γ(NkT )γ = C odnosno
T =
C
1
γ
Nk
p
γ−1
γ = Cpα, (2.29)
gdje smo redefinirali stalnicu C (C
1
γ
Nk
→ C) i uveli novi adijabatski koeficijent
α =
γ − 1
γ
=
Cp − CV
Cp
. (2.30)
Od sad nadalje α nazivamo adijabatskim koeficijentom. Koristec´i spomenute
γ, α za troatomne plinove iznosi 0,2308, dok za dvoatomne iznosi 0,2857. To
su vrijednosti za “samu” atmosferu, tj. za suh zrak bez uzimanja u obzir
prijenosa topline zracˇenjem.
2.3.5.1 Izracˇun α
Sad zˇelimo odrediti opc´enit izraz za α iz (2.30), jer ne znamo CV . Po definiciji
su toplinski kapaciteti:
Cp = T
(
∂S
∂T
)
p
i CV = T
(
∂S
∂T
)
V
. (2.31)
Primjenom Eulerova teorema za funkcije viˇse varijabli imamo(
∂S
∂T
)
p
=
(
∂S
∂V
)
T
(
∂V
∂T
)
p
+
(
∂S
∂T
)
V
(
∂T
∂T
)
p
=
(
∂p
∂T
)
V
(
∂V
∂T
)
p
+
CV
T
. (2.32)
Tu smo iskoristili Maxwellovu relaciju dobivenu pomoc´u Helmholtzove slo-
bodne energije definirane kao dF = −SdT − pdV : ocˇito je
S = −
(
∂F
∂T
)
V
i p = −
(
∂F
∂V
)
T
(2.33)
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odnosno (
∂S
∂V
)
T
= − ∂
2F
∂V ∂T
= − ∂
2F
∂T∂V
=
(
∂p
∂T
)
V
. (2.34)
Sad iz (2.32) za idealni plin imamo
Cp − CV = T
(
∂p
∂T
)
V
(
∂V
∂T
)
p
= T
nR
V
nR
p
= nR, (2.35)
odnosno
α =
Cp − CV
Cp
=
nR
mcp
=
R
Mcp
, (2.36)
gdje smo u prvoj jednakosti iskoristili (2.35) i definiciju svojstvenog toplin-
skog kapaciteta cp = Cp/m, a u drugoj definiciju molne mase M , M = m/n,
gdje je n mnozˇina tvari u molovima.
Kad u (2.36) uvrstimo svojstveni toplinski kapacitet atmosfere iz prvog
poglavlja (jednadzˇba (1.1), str. 6) i molnu masu atmosfere (jednadzˇba (1.4),
str. 7) te vrijednost plinske stalnice R, dobijemo α = 0, 2854. Vidimo da
je ovo priblizˇno adijabatskom koeficijentu za dvoatomne plinove: to je i
ocˇekivano, jer najvec´i udio u atmosferi pripada dusˇiku (v. tablicu 1.1) koji je
dvoatomni plin (N2). Ipak, kad se svi mehanizmi uzmu u obzir, eksperimen-
talne podatke najbolje opisuje djelotvorna vrijednost α = 0, 1905 [14, 63].
2.3.5.2 Temperatura u troposferi
Sad mozˇemo napisati izraz koji c´e opisivati prosjecˇnu temperaturu na nekoj
visini u troposferi. Ogranicˇavamo se na ovaj pojas jer samo u njemu postoji
konvekcija buduc´i da je jedini dovoljno gust za to, pa stoga samo u njemu
vrijedi i zahtjev za adijabaticˇnosˇc´u.
Uzmemo li (2.29) kao temperaturu u troposferi, a
Tp = Cp
α
0 (2.37)
kao temperaturu povrsˇine, dijeljenjem (2.29) i prethodnoga dobivamo
T = Tp
(
p
p0
)α
. (2.38)
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Standardan nacˇin kako autori teorije prikazuju ovu ovisnost je
T = bαTef
(
p
p0
)α
(2.39)
odnosno uvrsˇtavanjem (2.25) za Tef
T = bα
 (1− A)I
4σ
(
pi − 2ψ
pi
+
2ψ
pi
1
1 + cosψ
)

1
4 (
p
p0
)α
, (2.40)
gdje se bα ≡ Tp/Tef naziva cˇimbenik ljestvice (eng. scale factor). Jednadzˇba
(2.40) zove se jednadzˇba adijabatske teorije.
Nije naocˇigled jasno gdje je u (2.40) odnosno (2.38) ovisnost o visini.
Upravo sad dolazimo na pravi razlog izvodenja promjene tlaka s visinom u
odjeljku 2.3.2: ta se ovisnost krije upravo u tlaku p, koji je jednadzˇbom (2.10)
odreden visinom h iznad Zemlje.
2.3.6 Prijenos topline kondenzacijom/isparavanjem
Ovo je trec´i mehanizam prijenosa topline u adijabatskoj teoriji. Naime, uz
ulogu u izmjeni albeda stvaranjem oblaka, vlaga u zraku ima i izravan dopri-
nos prijenosu topline pri tom procesu. U vlazˇnoj atmosferi se pri kondenzaciji
vodene pare otpusˇta toplina kondenzacije odnosno grije se okolina konden-
zata; pri isparavanju se analogno okolina hladi na racˇun kondenzata, tj. ulazˇe
toplinu u grijanje kondenzata do temperature isparavanja.
Toplina otpusˇtena kondenzacijom je poznata konstanta, Qv = 2 494,49
kJ/kg. Oznacˇimo li toplinski kapacitet koji odgovara djelotvornom prijenosu
topline pri kondenzaciji vodene pare s Cv
3, promjena temperature uzrokovana
ovim procesom je
∆Tv =
Qv
Cv
. (2.41)
Kapacitet Cv odredit c´emo kasnije.
3Paziti da ne bude zabune, u Cv je malo “v” koje znacˇi “voda”, a u CV gore je veliko
V koje znacˇi “volumen”.
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Buduc´i da je toplinski kapacitet suhog zraka manji nego vodene pare, ako
su svi ostali cˇimbenici stalni, suha c´e atmosfera biti toplija nego vlazˇna, a
time i Zemljina povrsˇina ispod takve atmosfere.
2.3.7 Relativni udjeli mehanizama
Konacˇno zˇelimo vidjeti relativne udjele pojedinih mehanizama (radijacija,
konvekcija, kondenzacija) u prijenosu topline. Te udjele mozˇemo “spremiti”
u toplinske kapacitete, odnosno izraziti ih preko njih, tako da uvedemo
djelotvorni toplinski kapacitet:
cef = cr + cp + cv, (2.42)
gdje c´e prvi odrazˇavati prijenos topline radijacijom, drugi prijenos topline
konvekcijom a trec´i prijenos topline kondenzacijom/isparavanjem vodene pare.
Uvrsˇtavanjem toga u (2.36) imamo
cr + cv =
R
αM
− cp. (2.43)
Radijacijski dio cr mozˇemo izracˇunati [14, 63] (prema [59]) i dan je relacijom
cr =
R
αM
(
1− Tef
Tp
)
= 129, 139 J/kg K, (2.44)
gdje smo konacˇan rezultat dobili uvrsˇtavanjem poznatih parametara. Vrac´a-
njem (2.44) u (2.43) dobivamo i cv:
cv =
R
αM
Tef
Tp
− cp = 371, 815 J/kg K. (2.45)
Uz poznati cp (1.1), lako je odrediti relativne udjele pojedinih svojstvenih
toplinskih kapaciteta, sˇto je mjera relativnog udjela pojedinog ucˇinka:
cp
cef
= 66, 754% (2.46)
cv
cef
= 24, 676% (2.47)
cr
cef
= 8, 570%. (2.48)
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Mozˇemo otic´i i korak dalje, ali ovo c´emo uzeti cˇisto kao procjenu (!). Uvrstimo
li (2.42) u (2.36) s tim da cp u (2.36) postaje cef , dobivamo
1
α
=
Mcr
R︸︷︷︸
1/αr
+
Mcp
R︸ ︷︷ ︸
1/αp
+
Mcv
R︸ ︷︷ ︸
1/αv
, (2.49)
tj. mozˇemo pojedine cˇlanove sume shvatiti kao α svojstven odredenom me-
hanizmu. Jakost zracˇenja koju Zemlja izracˇi, oznacˇimo je s I⊕, je
I⊕ =
σT 4ef
1− A =
σT 4p
1− A
1
b4α
, (2.50)
pa sad mozˇemo kao svojevrsnu mjeru pogledati kolicˇinu topline otpusˇtene s
povrsˇine Zemlje pojedinim mehanizmom, tako da preostala dva zanemarimo,
tj. pretpostavimo na trenutak kao da se toplina prenosi samo odredenim
jednim mehanizmom. Uvrsˇtavanjem parametara u definicije (2.49) dobivamo
pojedine α–e, pa imamo:
αp = 0, 2854 ⇒ I⊕,p = 326, 785 J/m2 s, I⊕,p
I⊕,uk
= 70, 088% (2.51)
αv = 2, 2228 ⇒ I⊕,v = 130, 890 J/m2 s, I⊕,v
I⊕,uk
= 28, 075% (2.52)
αr = 0, 7720 ⇒ I⊕,r = 8, 559 J/m2 s, I⊕,r
I⊕,uk
= 1, 836%. (2.53)
Zapazˇanja u jednadzˇbama (2.46–2.48) te (2.51–2.53) zapravo su temeljna
poruka adijabatske teorije i njen vrhunac: najizrazˇeniji mehanizam prijenosa
topline u atmosferi nije radijacija (tj. apsorpcija radijacije) nego konvekcija,
pa kondenzacija, pa tek na zadnjem mjestu radijacija.
Klasicˇna Arrheniusova teorija u ovom cijelom mehanizmu uracˇunava onaj
dio koji se odnosi na radijaciju, tj. dio topline koji zrak u donjem sloju
troposfere primi apsorpcijom Zemljina infracrvenog zracˇenja i radijacijski
otpusti kad dode na vrh, na granicu sa stratosferom. Medutim, konvekciju
koja se dogada izmedu uopc´e ne tretira, i poruka adijabatske teorije je upravo
da je taj dio koji je klasicˇna teorija uracˇunala kao jedini, zapravo najmanji,
a dominira konvekcijski prijenos topline.
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2.3.8 Utjecaj porasta koncentracije CO2
Objedinjujuc´i relacije (2.38) za temperaturu i (2.10) za promjenu tlaka s
visinom, mozˇemo dobiti konacˇnu relaciju za temperaturu
T = Tpe
−αgM
RT
h (2.54)
odnosno logaritmiranjem i preuredivanjem
T
Tp
ln
T
Tp
= −αgMh
RTp
(2.36)
= − gh
cefTp
. (2.55)
Sad, za procjenu mozˇemo napraviti ekstreman slucˇaj: pretpostavimo da at-
mosferu potpuno zamijenimo s cˇistim ugljicˇnim dioksidom. Na nekoj danoj
visini, jedino sˇto se mijenja u odnosu na obicˇnu atmosferu je svojstveni toplin-
ski kapacitet: za zrak je cef = cr+cp+cv = 1506, 793 J/kg K (v. relacije (1.1),
(2.44) i (2.45)), dok je cCO2 = 833 J/kg K (v. tablicu 1.1). No, nizˇi toplinski
kapacitet ugljicˇnog dioksida znacˇi i manju (negativniju) vrijednost funkcije
T
Tp
ln T
Tp
. A kako je ta funkcija u domeni koja je ovdje od interesa rastuc´a,
to ujedno znacˇi i da je temperatura nizˇa. Prema tome, zamjena sadasˇnje
atmosfere potpuno ugljicˇno–dioksidnom atmosferom snizila bi temperaturu.
Uz ovu kvalitativnu procjenu, pogledajmo i kvantitativnu. Uzmimo npr.
temperaturu na visini h = 1 300 m. Numericˇkim rjesˇavanjem transcedentne
jednadzˇbe (2.55) za dva slucˇaja, prvi kad desno uvrstimo cef za sadasˇnju
atmosferu, i drugi kad uvrstimo cCO2 , dobivamo sljedec´e:
T (h, c = cef) = 0, 9702 Tp = 279, 607 K (2.56)
T (h, c = cCO2) = 0, 9454 Tp = 272, 452 K, (2.57)
odnosno
T (h, c = cCO2)− T (h, c = cef) = −7, 155 K. (2.58)
Dakle, ugljicˇno–dioksidna atmosfera bi bila oko 7 stupnjeva hladnija nego
sadasˇnja.
Fizicˇka pricˇa iza ovih brojeva zapravo je vrlo intuitivna. Vrh i dno tropo-
sfere imaju razlicˇite temperature; dno je toplije. Zagrijavanjem zraka na dnu
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taj se zrak pocˇinje podizati, ali kako tlak s visinom opada, on se sˇiri i time
hladi (dakle, adijabatski) dolazec´i u gornje slojeve. S druge strane, troposfera
uravnotezˇuje grijanje koje upija sa Zemlje tako da taj dio topline izracˇi zrak
koji se podizˇe kad dode do stratosfere (jer je ona pogodna za fotokemijske
reakcije odnosno za zracˇenje). Ohladeni zrak na vrhu troposfere, na granici
sa stratosferom, onda pocˇinje padati i opet se, buduc´i da se zbije, adijabatski
grije. Stoga je sveukupni ucˇinak izrazito mala ili nikakva promjena tempera-
ture. Tako ovaj mehanizam djeluje nasuprot radijativnom grijanju, odnosno
djeluje kao stalni hladnjak povrsˇine (eng. “continuous surface cooler”, jer
stalno odvodi toplinu koju izracˇi u stratosferu) [31, 62, 14, 63].
Prema tome, povec´anje radijacije koje se zaista dogada povec´anjem kon-
centracije CO2 jednostavno je presitan ucˇinak u odnosu na dominantnu kon-
vekciju kao glavni mehanizam. Medutim, ovo povlacˇi drugi zakljucˇak: ocˇito
je konvekcija u ovakvoj atmosferi izrazˇenija nego u obicˇnoj. A ako imamo
vec´u konvekciju odnosno strujanje zraka, to znacˇi i vec´u prosjecˇnu sinopticˇku
aktivnost. Dakle, posljedica povec´anja koncentracije CO2 nije poviˇsenje tem-
perature atmosfere, nego pojacˇana sinopticˇka aktivnost atmosfere.
Ipak, u sadasˇnjoj atmosferi porast ugljicˇnog dioksida ima dva ucˇinka:
jedan je promjena sastava, tj. promjena svojstvenog toplinskog kapaciteta
(snizˇenje jer CO2 ima nizˇi toplinski kapacitet), a drugi je poviˇsenje ukupnog
atmosferskog tlaka. Ocˇito je iz prethodnog razmatranja da ova dva ucˇinka
djeluju u suprotnom smjeru. Logaritmiranjem jednadzˇbe (2.38) imamo
ln
T
Tp
= α ln
p
p0
(2.59)
a deriviranjem ovoga po tlaku (zˇelimo gledati promjenu koju on izaziva)
dobivamo
dT =
αT
p
dp+ T ln
p
p0
dα. (2.60)
Ukoliko gledamo promjenu temperature na povrsˇini (p = p0, T = Tp),
ocˇito ostaje samo prvi cˇlan, i imamo dTp = αTp
dp
p0
. Pretpostavimo da se,
kako i jesu danasˇnja predvidanja, u iduc´ih sto godina udvostrucˇi koncen-
tracija CO2 u atmosferi: to c´e dati dp = pCO2 = 0, 00046p0 (v. tablicu 1.1)
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odnosno dTp = 0.0253 K. Drugi ucˇinak, onaj od promjene toplinskog ka-
paciteta je zanemariv (∼ −10−3 K), jer N2 jednostavno ima preveliku tezˇinu
u relaciji (1.1) da bi se iˇsta znacˇajno promijenilo. Odavde slijedi zakljucˇak da
je promjena temperature uzrokovana antropogenim porastom koncentracije
ugljicˇnog dioksida neznatna.
Uz ovo, imamo i dodatan argument za prethodni zakljucˇak. Naime,
otpusˇtanje antropogenog CO2 nuzˇno ukljucˇuje proces gorenja (fosilnih goriva)
a to znacˇi i nuzˇno vezanje kisika (O2). No, znamo da je kisik najodgovor-
niji za grijanje atmosfere radijacijom (v. odjeljak 2.3.3, jednadzˇbe (2.15) –
(2.18)), pa uklanjanje kisika takoder znacˇi i smanjenje grijanja njime, od-
nosno hladenje [63]. I dodatno, uklanjanje kisika takoder smanjuje tlak u
atmosferi, pa je i prethodni ucˇinak time slabiji.
2.3.9 Uzrocˇno–posljedicˇna veza c(CO2) i T
U dosadasˇnjem izlaganju teorije pokazano je da poviˇsenje CO2 ne mozˇe
uzrokovati poviˇsenje temperature. S druge strane, s eksperimentalnih grafova
podataka vec´ je golim okom, a kamo li korelacijskim racˇunom vidljivo da veza
nuzˇno postoji. Ocˇito mozˇe biti samo u drugom smjeru, tj. da je temperatura
uzrok, a promjena koncentracije CO2 posljedica.
Kljucˇan je cˇimbenik pritom ravnotezˇa CO2 u zraku s onim otopljenim
u vodi, tj. u oceanima. Tu ravnotezˇu daje Henryjev zakon, koji povezuje
koncentraciju otopljene tvari u otopini i parcijalni tlak te otopljene tvari
iznad otopine:
pCO2 = kH(CO2)c(CO2), (2.61)
gdje je c(CO2) koncentracija ugljicˇnog dioksida u vodi, a kH(CO2) Henryjeva
stalnica, koja opc´enito glasi
kH = k
0
H exp
(
∆Hot
RT
)
. (2.62)
Ovdje je ∆Hot entalpija otopine, tj. energija potrebna za otopiti mol ugljicˇnog
dioksida u vodi i za otapanje CO2 (CO2+H2O→H2CO3) iznosi ∆Hot =
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−19, 385 kJ/mol. Buduc´i da je ova vrijednost negativna, to znacˇi da c´e
povec´anje temperature povec´ati i Henriyevu stalnicu (2.62), a to c´e onda
prema (2.61) povec´ati parcijalni tlak odnosno koncentraciju CO2 u atmo-
sferi4. Dakle, poviˇsenje temperature oceana (koje je uvijek nuzˇna posljedica
poviˇsenja temperature atmosfere iznad oceana) kao posljedicu ima smanje-
nje topivosti CO2 u vodi tj. poviˇsenje koncentracije CO2 u atmosferi, pa je
zatopljenje uvijek prac´eno porastom koncentracije CO2, a zahladenje sma-
njenjem. Zapravo, ovo je samo jedan od mehanizama kako voda na Zemlji
(oceani) zapravo sluzˇi kao svojevrsan prigusˇnik atmosferskih promjena jer bi
promjene bile puno osˇtrije i brzˇe da nema oceana [32].
Zapravo, u fizicˇkoj intuiciji je puno laksˇe zamisliti da poviˇsena tempera-
tura otopine uzrokuje vec´e isparavanje i vec´i parcijalni tlak otopljene tvari
iznad povrsˇine, nego suprotno, da poviˇsenje koncentracije otopljene tvari u
parama iznad otopine uzrokuje povec´ano otapanje a ono onda poviˇsenu tem-
peraturu otopine. Kemija se ne obrc´e tako lako.
Upravo u prilog ovoj interpretaciji ide i analiza Fischera et al. u [22],
koji pokazuju da tijekom glavnih prijelaza u ledena doba ili iz njih pro-
mjena koncentracije CO2 ima fazni pomak (“kasni”) u odnosu na promjenu
temperature, i to u nizu razlicˇitih mjerenja. Da budemo tocˇni, citiramo:
“koncentracija CO2 se povec´ala 80 do 100 ppmv 600±400 godina nakon za-
grijavanja pri zadnjim trima deglacijacijama” [22]. Slicˇan zakljucˇak izvodi
se, iako usputno, i u [37].
2.3.10 Kritika adijabatskog modela
Ovaj je model zapravo izrazito intuitivan s fizicˇkog glediˇsta: promjena struk-
ture atmosfere jednostavno vodi sustav u novu tocˇku ravnotezˇe s preraspodje-
lom relativnih udjela pojedinih procesa, a neto ucˇinak je novi skup vrijednosti
parametara sustava, medu kojima je i temperatura. To se dobro ocˇitovalo u
4Naravno, pri ovom pomaku ravnotezˇne tocˇke u (2.61) mijenja se i koncentracija CO2
otopljenog u oceanu, ali kako je ona oko 60 do 90 puta vec´a nego koncentracija CO2 u
atmosferi [32, 63], ta je promjena neznatna.
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odjeljku 2.3.8 gdje smo vidjeli kako promjena jednog parametra sustava vodi
na promjenu drugog parametra kako bi se sustav opet uravnotezˇio.
Ipak, model kao takav ima nekoliko kritika:
1. Model losˇe ovisi o geometrijskom cˇimbeniku precesije Zemlje. Sje-
timo li se relacije (2.39) odnosno njene inacˇice (2.40) te definicije bα =
Tp/Tef , vidimo da je ovisnost modela o Tef umjetna: cijeli se grandiozni
mnozˇitelj u velikim zagradama u (2.40) zapravo pokrati s istim takvim
skrivenim u rukom stavljenom bα. Istini za volju, sama djelotvorna
temperatura Zemlje ovisi o ψ i to je dobro modelirano, ali ipak ne
ukljucˇuje ucˇinak Zemljine nutacije tj. cˇinjenicu da postoje trenutci kad
ψ nije ni “prema Suncu” ni “od Sunca” (jedino te moguc´nosti model
ukljucˇuje), nego je ravnina u kojoj je ψ okomita na zraku sa Sunca.
2. Model racˇuna udio vodene pare u prijenosu topline pomoc´u relacije
(2.45), a postulira relaciju za cr (2.44). Medutim, promjenom koncen-
tracije CO2 promijenit c´e se cp (1.1), premda jako sitno. Ta promjena
odmah c´e utjecati na promjenu cv u (2.45). No, djelovanje vodene pare
(njen toplinski kapacitet) ne mijenja se promjenom koncentracije CO2,
a djelotvorni toplinski kapacitet za radijativni dio, s druge strane, up-
ravo je onaj koji se usljed ovoga treba mijenjati. Ovako postavljen
model zamjenjuje uloge, iako je sve skupa malo znacˇajno zbog malog
utjecaja na cp.
3. Pri procjeni relativnih odnosa prijenosa topline, tj. dolasku iz (2.50) u
(2.51), (2.52) i (2.53) implicitno se pretpostavlja da se, ukoliko trenutno
zanemarimo preostala dva mehanizma, povrsˇinska i djelotvnorna tem-
peratura (Tp i Tef) ne mijenjaju. Naime, za sve tri se procjene koristi
isti b, i to onaj dobiven u realnoj atmosferi. Stoga ove brojke treba
shvatiti upravo kako je kod njih i naglasˇeno, dakle kao procjene.
4. Slika u kojoj se atmosfera potpuno zamijeni ugljicˇnom [14, 15] nije
primjenjiva na realno poviˇsenje koncentracije CO2 jer pretpostavlja da
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tlak pri toj zamijeni ostaje isti, a tlak realno poviˇsenjem c(CO2) raste
— sˇto je uzrok poviˇsenja T . To i sam model “priznaje” u relaciji (2.60).
5. Za znati promjenu α u relaciji (2.60) za temperature na bilo kojoj visini,
vidjeli smo u (2.36) da trebamo znati promjenu svojstvenog toplinskog
kapaciteta. A znati njegovu promjenu znacˇi upravo znati koliko se
manje ili viˇse atmosfera grije promjenom koncentracije CO2 — a to je
ono sˇto trazˇimo! Iako se naizgled (!) model sam izborio za rjesˇenje
ove ciklicˇnosti jer se povec´anje cp–a u (1.1) nadomjesti oduzimanjem
u (2.45) pri zbrajanju svega u cef u (2.42), jedini spas od kruzˇenja je
opet u jako slaboj ovisnosti cp–a o c(CO2). Autori su tu promjenu α
procijenili na cca −4 · 10−6 [31].
6. Izmedu ostalih, jedan je od glavnih prigovora W. Aeschbach–Hertiga u
[1] da relacija (2.61) ne znacˇi povec´ano otpusˇtanje CO2 iz oceana pri
zagrijavanju, kako Chillingar i Khilyuk pretpostavljaju [32, 63], nego
obratno, da smanjuje njegovo otapanje iz atmosfere, pa mehanizam ne
bi bio aktivan nego pasivan, a time i manje izrazˇen.
7. Premda sami autori naglasˇavaju vazˇnost konvekcije, ipak je nisu u-
kljucˇili u teoriju kao aktivan proces (tok), nego zapravo posredno kao
proces adijabatskog grijanja/hladenja koji je u biti uzrok konvekcije.
Stoga bi teorija bila puno tvrda i potpunija kad bi se ukljucˇili i aspekti
mehanike fluida i njhove posljedice.
Usprkos ovim kritikama, glavne su posljedice modela viˇse–manje oprav-
dane, a to su (i) najvec´i relativni udio konvekcije u prijenosu topline u
atmosferi, (ii) zanemariv utjecaj poviˇsenja antropogene koncentracije CO2
na temperaturu i (iii) uzrocˇno posljedicˇna veza promjene temperature i kon-
centracije CO2 u kojoj je promjena temperature uzrok, a promjena c(CO2)
posljedica. Uz vec´ navedene prigovore (1.-7.) formalnom izricˇaju modela,
fizicˇka bit modela vrlo je intuitivna i prihvatljiva. Ovime smo odgovorili na
jedno od najtezˇih pitanja o nasˇim podatcima prikazanim u poglavlju 1, a to
je veza koncentracije CO2 i temperature.
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Naravno, i sami autori priznaju da je model prejednostavan za obja-
sˇnjavanje sveukupnih procesa u atmosferi. Naime, prema njima [15], prava
bi teorija trebala ukljucˇivati (i) razvoj geolosˇkih a atmosferskih uvjeta, (ii)
promjene Suncˇeva zracˇenja, (iii) promjene Zemljina precesije, (iv) promjene u
oceanima i (v) viˇsestruke sprege oceana i atmosfere. Ovaj model prema tome
ne ukljucˇuje (v) uopc´e, a vidjeli smo da je (iii) losˇe zastupljeno. Ipak, njegov
je primarni i uzˇi cilj procjena utjecaja CO2, pa shodno tome svi zahtjevi nisu
ni uzeti u obzir.
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3. Poglavlje
Racˇunalna rasˇcˇlamba Fourierova
transformata i znacˇajniji vrhovi
3.1 Diskretni Fourierov transformat
Glavni alat koriˇsten u radu je Fourierov transformat. Koriˇstena je sljedec´a
definicija opc´enitog Fourierova transformata za funkciju f(t):
F (ω) =
1√
2pi
∞∫
−∞
f(t)e−iωtdt; (3.1)
f(t) =
1√
2pi
∞∫
−∞
F (ω)eiωtdω. (3.2)
Medutim, treba nam Fourierov transformat nad diskretnom funkcijom od-
nosno diskretnim skupom podataka— diskretni Fourierov transformat (DFT).
Ukoliko skup ima N cˇlanova (1, 2, . . . , N), onda mozˇemo ovako odrediti
diskretno vrijeme i frekvenciju:
tk =
√
2pi
k − 1√
N
; (3.3)
ωk =
√
2pi
k − 1√
N
, (3.4)
gdje je k ∈ {1, 2, . . . , N}. Pocˇetak je brojenja od 1 stvar izbora, a ovdje
je tako izabrano cˇisto da ne bude zabune, jer se u MATLAB–u prvom ele-
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mentu polja pridruzˇuje indeks 1. Uz nesˇto malo racˇuna dolazimo do definicije
diskretnog Fourierova transformata koju c´emo koristiti:
F (ωk) =
1√
N
N∑
j=1
f(tj)e
− 2pii
N
(k−1)(j−1); (3.5)
f(tk) =
1√
N
N∑
j=1
F (ωj)e
2pii
N
(k−1)(j−1). (3.6)
Ako bismo racˇunali DFT izravno iz prethodne definicije, ocˇito bi trebalo
N2 algebarskih operacija: imamo N puta pojedini F (ωi), a svaki zahtijeva
sumu N cˇlanova. Stoga je razvijen algoritam za brzˇi izracˇun DFT-a, tzv.
brzi Fourierov transformat ili krac´e FFT (eng. Fast Fourier Transform). U
ovom radu ne ulazimo u detalje algoritma, nego koristimo funkciju fft(X)
programskog paketa MATLABr [40], koja kao ulazne podatke prima skup
(polje) X i kao izlazne podatke vrac´a njegov FFT u obliku polja. Algoritam
za FFT u MATLAB–u je jedan od najboljih algoritama buduc´i da za poje-
dini korak cjelokupnog FFT–a koristi jedan od poznatih algoritama kojem
je upravo taj korak prednost: Cooley-Tukeyev algoritam (CTA), algoritam
prostih faktora (eng. Prime Factor Algorithm, PFA), algoritam korijenskog
rastava (eng. Split–Radix Algorithm, SRA) i Raderov algoritam (eng. Rader’s
Algorithm, RA) [21]. Konacˇan rezultat je da algoritam treba nesˇto manje od
N lnN algebarskih operacija umjesto N2 s koliko smo krenuli. Za nasˇ skup
od oko N = 6000 podataka to znacˇi oko 700 puta brzˇe izvodenje racˇuna.
Uz to, koristimo svojstvo simetrije DFT–a u frekvenciji. Naime, uocˇimo
da je
F (ωN−k+1) =
1√
N
N∑
j=0
f(tj+1)e
− 2pii
N
(N−k)j
=
1√
N
N∑
j=0
f(tj+1)e
2pii
N
kje−2piij
= F ∗(ωk+1), (3.7)
gdje smo najprije pomakli nijeme indekse i iskoristili da je e2piij = 1 ∀j ∈ Z.
Ovo znacˇi da je FFT simetricˇan s obzirom na frekvencije (tocˇnije, s obzirom
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na ωmax/2), pa je pri analizi dovoljno uzeti samo pola domene frekvencija
ili perioda i pola podataka iz FFT–a. To prepolavlja broj operacija u svim
daljnjim manipulacijama podatcima koji su rezultat FFT–a.
3.2 Interpolacija
Prvi problem s kojim se suocˇavamo u primjeni prethodnog algoritma od-
nosno funkcija u MATLAB–u jest neravnomjernost nasˇih podataka. Naime,
niz podataka grupe EPICA koje koristimo [28] dobiven je izrazito slozˇenom
i posrednom metodom, koja stoga ne omoguc´ava ravnomjerno ni izravno
odredivanje vremenskog niza, nego se uzorci vade iz pojedinih slojeva a onda
se mjere pripadne koncentracije i druge geolosˇke znacˇajke, te se iz pripadne
kombinacije koncentracija i geolosˇkih parametara u nacˇelu opet posredno
ekstrapolira vremeski niz i pripadne temperature. Konacˇni skup podataka,
dakle, ima razlicˇitu gustoc´u ovisno o vremenu: sˇto je sloj blizˇi sadasˇnjosti, to
se viˇse podataka mozˇe o njemu saznati, pa je vremensko uzorkovanje gusˇc´e
(cˇesˇc´e). Ovaj se problem zapravo javlja vec´ prije ulaska u FFT koji takoder
kao ulazne podatke zahtijeva ravnomjerno polje (tj. iste razmake izmedu po-
dataka).
Ovdje smo ga rijesˇili tako sˇto smo nad izvornim podatcima napravili inter-
polaciju koja u vremenski skup podataka doda odredeni broj tocˇaka tako da
postane ravnomjeran, te mu pridruzˇi vrijednost temperature ili koncentracije
CO2 tako da ne odstupaju od oblizˇnjih pravilnosti u zadanom nizu.
Koristili smo tri osnovne vrste interpolacije: linearnu, krivuljnu i Hermi-
teovu. Matematicˇke i numericˇke pojedinosti, detalji i znacˇajke svake od njih,
kao i elementarna usporedba, dani su u Dodatku B.
Za interpolaciju su koriˇstene tri interpolacijske funkcije u MATLAB–u:
interp1q(t,T,ti) za linearnu, spline(t,T,ti) za krivuljnu i chip(t,T,ti)
za Hermiteovu, gdje je t izvorni niz podataka za vrijeme, T izvorni niz po-
dataka za temperature (ili CO2), a ti ravnomjerni vremenski niz izmedu
krajnjih tocˇaka izvornoga niza. Buduc´i da ovaj problem stoji prije racˇuna
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FFT–a, zapravo moramo odrediti koja je interpolacija najbolja.
Za svaku od tri interpolacije podataka stoga smo napravili FFT. Ukupna
slika FFT–a naocˇigled izgleda isto za sve tri interpolacije. Zato je uzet manji
skup podataka koji c´e bolje prikazati detalje, konkretno nesˇto viˇse od 1000
tocˇaka (1136) umjesto svih cca 400 000 (400 812). Za nj je onda napravljena
interpolacija i FFT. Rezultate za svaku od tri interpolacije, kao i sve skupa,
prikazuje slika 3.1.
Sa slike je ocˇito da linearna interpolacija u nasˇem slucˇaju daje manje
intenzitete nego ostale dvije. Uz to, daje sˇumljivije (“grublje”) rezultate od
krivuljne interpolacije, ali ne i od Hermiteove. Vidimo takoder da Hermi-
teova interpolacija daje i sˇumljivije rezultate i manje intenzitete u odnosu na
krivuljnu. Prema tome, ako bismo sastavili svojevrstan poredak, krivuljna
bi interpolacija pobijedila po oba parametra (intenzitet i sˇumljivost), potom
bismo izabrali linearnu jer ima manju sˇumljivost a ne toliko manji intenzitet,
i na kraju bi dosˇla Hermiteova. Ovo je jasno sjetimo li se (v. Dodatak B) da
je glavna prednost krivuljne interpolacije upravo glatkost, koja se ovdje basˇ
kao takva, bez da je vidimo u izravnom nizu podataka, i odrazˇava: vidimo
da je drugi graf najgladi (usp. npr. tri vrha izmedu 48.5 y i 49.5 y na sl. 3.1).
Zakljucˇno, nadalje c´emo kao interpolacijski algoritam koristiti krivuljnu
interpolaciju.
3.3 FFT EPICA podataka
Sad smo konacˇno spremni napraviti FFT EPICA podataka, koji c´emo dalje
u radu rasˇcˇlanjivati. Koristimo podatke s istrazˇivacˇke postaje Concordia,
Dome C na Antarktici u sklopu projekta EPICA (eng. European Project
for Ice Coring in Antarctica), objavljene u [28]. Projekt EPICA ima josˇ
jednu istrazˇivacˇku postaju Kohnen Station, Dronning Maud Land isto tako
na Antarktici, koja je objavila podatke za cca 150 000 godina [56], koji se
prakticˇki podudaraju s ovima s prve postaje, koji sezˇu do cca 800 000 godina.
Kasnije c´emo se vratiti i na njih kao i na podatke usporednog istrazˇivanja na
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Slika 3.1: FFT izabranog podskupa podataka s razlicˇitim interpolacijama.
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ruskoj postaji Vostok, opet na Antarktici, koji sezˇu do cca 420 000 godina
[53]; za sad koristimo podatke prve postaje jer su dvostruko sˇiri i detaljniji.
Nakon sˇto smo napravili krivuljnu interpolaciju vremenskog niza po-
dataka koristec´i funkciju spline(t,T,ti) u MATLAB–u, dobivene inter-
polirane podatke (Ti) zadali smo kao ulazne funkciji fft(Ti) koja racˇuna
FFT kao skup kompleksnih brojeva. Stoga sustavno koristimo kvadrat ap-
solutne vrijednosti (|F (ω)|2 odnosno |F (P )|2) i na nj nadalje mislimo kad
kazˇemo “Fourierov transformat” ili FFT.
Svi su podatci u radu prikazani nad domenom perioda, a ne frekvencije,
tj. umjesto niza ωi na osi apscisa prikazan je niz Pi =
2pi
ωi
. Razlog je iskljucˇivo
intuicija buduc´i da je prirodnije odmah gledati periode odredenih pojava na
koje ukazuju podatci. Konacˇno, FFT EPICA podataka za temperaturu je
prikazan na slici 3.2(a), dok je FFT EPICA podataka za ugljicˇni dioksid
prikazan na slici 3.2(b). Podataka za temperaturu ukupno ima 5 788, dok
su podatci za ugljicˇni dioksid dosta rjedi kako ih ima 1 096. Odmah samim
pogledom vidimo izrazitu slicˇnost ovih dvaju skupova podataka. Ipak, ovdje
nec´emo ulaziti u detaljniju fizicˇku rasˇcˇlambu nego c´emo se na to vratiti kas-
nije. Ovdje nastavljamo s racˇunalnom obradom ovoga rezultata.
3.4 Izbor znacˇajnijih vrhova u FFT–u
Srediˇsnji racˇunalni problem kako gotovo cjelokupne znanosti o signalima i o
Fourierovoj racˇunalnoj analizi tako i ovog rada jest izdvajanje bitnog dijela
ulaznih podataka od nebitnog odnosno prepoznavanje i odvajanje sˇuma od
znacˇajnih podataka. Postoji mnosˇtvo algoritama za izdvajanje sˇuma iz peri-
odicˇnog signala koji se uglavnom temelje na izbacivanju vrijednosti manjih od
odredenog broja u Fourierovu transformatu te obrnutom Fourierovu transfor-
matu tog “procˇiˇsc´enog” transformata. Osim sˇto su takvi algoritmi redovito
jako osjetljivi na tu granicˇnu vrijednost koja odreduje sˇto c´e se izbaciti, iz
nekoliko razloga ti algoritmi nisu izravno primjenjivi na nasˇ problem, koji
stoga zahtijeva razvijanje posebnog algoritma za izdvajanje vazˇnijih vrhova
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(a) FFT za temperaturu.
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(b) FFT za ugljicˇni dioksid.
Slika 3.2: FFT EPICA podataka za temperaturu i ugljicˇni dioksid.
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u Fourierovu transformatu.
Zapravo je najznacˇajniji problem sˇto je klasicˇno izbacivanje sˇuma re-
zanjem svega ispod nekog granicˇnog intenziteta u Fourierovu transformatu
zapravo staticˇno, staticˇan algoritam koji se stoga ne mozˇe prilagoditi dodat-
nim slozˇenostima pojedinih podskupova u skupu podataka. A nasˇ je skup
podataka — dobiveni FFT — i te kako slozˇen, buduc´i da nema ravnomjernu
gustoc´u, niti je ravnomjeran u intenzitetima, pa mu ni pripadni sˇum nije
ravnomjeran, kao ni sˇirine vrhova kao posljedica prvoga.
Stoga smo ovdje razvili algoritam koji c´e koristiti “prozore” i unutar
svakog prozora ispitivati relativne odnose tocˇaka. Ovdje “prozor sˇirine 2s
u tocˇki ti“, oznacˇimo ga s W
s
i , definiramo kao skup podataka
W si ≡ {∆Ti−s,∆Ti−s+1, . . . ,∆Ti−1,∆Ti,∆Ti+1, . . . ,∆Ti+s−1,∆Ti+s}, (3.8)
gdje je i ∈ {1, 2, . . . , N}, a N je ukupni broj podataka (tocˇaka). Svaki
prozor W si koji ocˇito ima 2s + 1 tocˇaka, izuzev pocˇetka (i < s + 1) i kraja
(i > N − s) podataka, gdje W si definiramo tako da ne brojimo od i − s
odnosno do i + s nego od 1 odnosno do N za pocˇetak odnosno kraj, pa je
sˇirina prozora zapravo i+ s ako smo na pocˇetku odnosno s+N − i+ 1 ako
smo na kraju. U programerskom smislu krajevi su zapravo posebna pricˇa,
koja u konacˇnici zauzima vec´i dio koda premda za samu analizu ne znacˇi
puno.
Ovaj se prozor pri analizi pomicˇe od tocˇke do tocˇke i u svakom takvom
koraku provodi svoj unutarnji algoritam koji onda odlucˇuje je li mozˇda nesˇto
znacˇajan vrh ili ne. Prema tome, prozor se ne pomicˇe za svoju sˇirinu, nego za
jednu tocˇku, pa se u svakoj tocˇki preklapa s gotovo cijelim prethodnim (eng.
overlapping windows). U sklopu ovog rada razvijena su tri razlicˇita algoritma
za tri razlicˇita kriterija izbora znacˇajnog vrha, koja c´emo podrobnije opisati:
DEFeM, DEFMAFeM, i DEDuFeM. Nazivi su izvorni.
Bitno unaprjedenje algoritama iznesenih ovdje, kako c´emo vidjeti, sastoji
se u tome da se prozor sˇiri ovisno o potrebi odnosno ovisno o kriteriju izbora.
Dva algoritma uvode uz osnovni josˇ jedan pomoc´ni prozor, sˇto je nuzˇno za
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uzimanje u obzir nekih slozˇenijih ucˇinaka, npr. debelog vrha koji u sebi sadrzˇi
nekoliko manjih podvrhova i sl.
3.4.1 DEFeM
Prvi je i najjednostavniji algoritam DEFeM1. Ovo je zapravo elementaran i
krajnje jednostavan algoritam. Sastoji se od funkcije koja za svaku tocˇku
ti uzme pripadni prozor W
s
i sˇirine s prije i poslije tocˇke, te nade srednju
vrijednost tocˇaka u prozoru:
〈W si 〉 =
1
2s+ 1
i+s∑
j=i−s
∆Tj. (3.9)
Ukoliko je vrijednost u toj tocˇki (∆Ti = ∆T (ti)) za odredeni postotak vec´a
od prosjeka 〈W si 〉, ta se tocˇka proglasˇava vazˇnom i izdvaja u poseban skup.
Naposljetku se iz svakog vrha sˇireg od 1 izdvoji samo njegov maksimum
kao vrijednost koja ga oznacˇava. Pseudokod programa mogli bismo ovako
predstaviti:
uzmi y, s, postotak
napravi polje vazˇni
za svaku tocˇku u y:
definiraj W si
nadi 〈W si 〉
ako je 〈W si 〉 ≤ yi·postotak
upisˇi yi u polje vazˇni
za svaku tocˇku u vazˇni:
ako ima susjednu koja ima manju vrijednost
zadaj vrijednost susjedne 0
upisˇi u izlazno polje samo preostale tocˇke u vazˇni.
Prema tome, uz ulazne podatke koji su niz brojeva (npr. temperatura),
kao parametri se zadaju: (i) postotak za koji vrijednost mora biti vec´a od
1Lat. Data Excludenda Fenestrae Mediocri – izlucˇivanje podataka pomoc´u srednje
vrijednosti u prozoru.
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prosjecˇne da bi se izdvojila, te (ii) sˇirina prozora u kojem se oko svake tocˇke
usrednjava.
3.4.2 DEFMAFeM
Prethodni je algoritam prejednostavan utoliko sˇto su nasˇi podatci izrazito
slozˇeni, pa je i njihov FT slozˇen. Vrhovi u njemu koje zˇelimo izdvojiti nisu
kontinuirane tvorevine, nego cˇesto u sebi znaju imati nekoliko varijacija, cˇak
i viˇse manjih vrhova i sl. Uz to postoje i jako sˇiroki vrhovi koji mozˇda imaju
vec´u sˇirinu cˇak i od s, pa za njih prethodno isto nec´e raditi.
Stoga je u slozˇenijem algoritmu DEFMAFeM2 uveden josˇ jedan prozor
sˇirine s′, oznacˇimo ga s ws
′
i :
ws
′
i ≡ {∆Ti−s−s′ , . . . ,∆Ti−s−1,∆Ti+s+1, . . . ,∆Ti+s+s′} (3.10)
prema shemi prikazanoj na sl. 3.3. Premda ga zovemo “prozor” (u jednini),
?
?
? ???????????? ??????
Slika 3.3: Shema uzorkovanja podataka dvama prozorima u modulu DEFMAFeM.
vidimo da je zapravo sastavljen od dvije razdvojene polovice: od jedne koja
dolazi prije i− s i od jedne koja dolazi nakon i+ s, obje sˇiroke s′.
Ovaj algoritam radi sljedec´e: za svaku tocˇku ti uzme prozor w
s′
i i nade
maksimum u njemu, i ukoliko je maksimum u ws
′
i nalazi na polozˇaju sus-
jednom i ± s, dakle na polozˇaju i ± s ± 1 ili i ± s ± 2 3, to upuc´uje na to
2Lat. Data Excludenda Fenestrae Mediocri et Alteris Fenestrae Maximo – izlucˇivanje
podataka pomoc´u srednje vrijednosti u prozoru i maksimuma u drugom prozoru.
3Primijetiti da ovaj drugi polozˇaj zapravo nije prvi susjed, nego c´emo mi proizvoljno
uzeti da susjed znacˇi i “dva mjesta udaljen”.
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da se radi o sˇirem vrhu, pa se prozor W si sˇiri dokle god prethodno vrijedi;
potom usporedi srednju vrijednost prozora ws
′
i (definiranu analogno (3.9)) i
maksimum prozora W si : ukoliko je maksimum u W
s
i za odredeni postotak
vec´i od srednje vrijednosti u ws
′
i , ta se tocˇka proglasˇava vazˇnom i izdvaja u
poseban skup. Naposljetku se iz svakog vrha sˇireg od 1 izdvoji samo nje-
gov maksimum kao vrijednost koja ga oznacˇava. Pseudokod programa mogli
bismo ovako predstaviti:
uzmi y, s, s’, postotak
napravi polje vazˇni
za svaku tocˇku u y:
definiraj W si , w
s′
i
nadi max(ws
′
i )
ako je max(ws
′
i ) na polozˇaju susjednu rubu W
s
i
prosˇiruj W si dok god to vrijedi
nadi 〈ws′i 〉 i max(W si )
ako je 〈ws′i 〉 ≤ max(W si )·postotak
upisˇi yi u polje vazˇni
za svaku tocˇku u vazˇni:
ako ima susjednu koja ima manju vrijednost
zadaj vrijednost susjedne 0
upisˇi u izlazno polje samo preostale tocˇke u vazˇni.
Kao parametri se ovdje zadaju: (i) postotak za koji vrijednost mora biti vec´a
od prosjecˇne da bi se izdvojila, (ii) sˇirina prozora s i (iii) sˇirina prozora s′.
Konacˇan je ucˇinak npr. da se viˇse tocˇaka u istom sˇirokom vrhu ne proglasˇava
znacˇajnima, sˇto je mana prethodnog algoritma.
Napomenimo da se prakticˇno radi tako da se uzme pocˇetno s = 0 i gdje
god bude potrebe algoritam c´e ga sam prosˇiriti onoliko koliko je potrebno.
Upravo se zbog ovoga ovaj algoritam uz zadano s = 0 ne svodi na DEFeM,
premda se na prvi pogled mozˇe tako pomisliti.
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3.4.3 DEDuFeM
Ovaj algoritam zapravo ima istu logiku kao i prethodni, samo se za nijansu
razlikuje u kriteriju izbora vazˇnog vrha odnosno usporedbe. Naime, ovdje
opet uzimamo dva prozora (W si i w
s′
i ) potpuno analogno prethodnome (sl.
3.3) i opet sˇirimo W si za svaki ti dok god je to potrebno, ali na kraju ne
usporedujemo prosjek unutar ws
′
i nego njegov maksimum nakon prosˇirenja,
tj. kao uvjet da bi neki vrh bio znacˇajan stavimo da mora biti viˇsi od svih
vrhova u ws
′
i , sˇto je ocˇigledno strozˇi uvjet od prethodnog koji je za to koristio
srednju vrijednost
〈
ws
′
i
〉
. Zato se i zove DEDuFeM4.
Pseudokod stoga izgleda gotovo isto kao prethodni, uz jedinu razliku da
umjesto dvaju redova
nadi 〈ws′i 〉 i max(W si )
ako je 〈ws′i 〉 ≤ max(W si )·postotak
sada stoji
nadi max(ws
′
i ) i max(W
s
i )
ako je max(ws
′
i )≤ max(W si )·postotak.
Ovaj algoritam ima iste ulazne parametre kao prethodni, ali kako rekosmo
ima nesˇto strozˇi uvjet, pa c´e u nacˇelu davati manje znacˇajnih maksimuma.
3.4.4 Cjelokupna integracija programa — DatEx
Konacˇno, sva su tri algoritma stavljena u zajednicˇku aplikaciju, koja radi u
Windowsr okruzˇenju i izrazito je jednostavna za koristiti (eng. user friendly).
Naravno, primjenjiva je na bilo koji skup podataka, ali mi smo sve redom
prethodno radi boljeg osjec´aja koristili vrijeme i temperaturu buduc´i da se
program za to koristi u ovom radu, uz analizu za CO2 i temperaturu. Da
se simbolicˇki naznacˇi ova opc´enitost, u gornjim je pseudokodovima namjerno
stavljano y umjesto ∆T za ulazne podatke.
4Lat.Data Excludenda Duae FenestraeMaximis – izlucˇivanje podataka pomoc´u mak-
simuma u dvama prozorima.
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Uz prethodna tri modula, u konacˇnoj je integraciji dodan i modul koji
kao izlazne podatke vrac´a FT bez izlucˇivanja znacˇajnih vrhova, dakle bez
primjene ijednog od tri algoritma. Taj se modul zove FT (Fourierov Trans-
format). Ovdje josˇ donosimo izvadak iz koda koji se odnosi na racˇunanje
Fourierova transformata, buduc´i da je to najvazˇniji korak koji program radi:
ti = (min(t):1:max(t))’;
Ti = spline(t,T,ti);
n = length(Ti);
g = floor(n/2);
f = (1:g)./n;
P = 1./f;
FT = fft(Ti)/sqrt(n);
FT(1) = [];
FT = abs(FT(1:og)).^2; .
Na prvi pogled bi se reklo da je ovo nevjerojatno kratak kod za ovaj posao
— ukupno 9 crta! Medutim, tu je i drugi razlog donosˇenja ovog koda ovdje,
a to je da ukazˇemo i zasˇto smo izabrali MATLAB za cjelokupnu analizu i
zasˇto smo sve pisali u MATLABU pa onda na kraju preveli u C++, umjesto
da smo, sˇto bi se cˇinilo logicˇnije, odmah pisali u C++–u ako smo vec´ odredili
na kraju prevoditi u nj.
Konacˇan smo program nazvali onim sˇto i radi – DatEx5. Program je, kao
sˇto smo rekli, napisan u MATLAB–u i onda preveden u samostalni ∗.exe–
program pomoc´u prevoditelja Microsoftr Visual Studior C++ 2008 [41]. S
korisnikom komunicira putem graficˇkog sucˇelja prikazanog na slici 3.4. Ko-
rake prikazane na slici mozˇemo ukratko opisati ovako:
1. upit za unos podataka koji se zˇele analizirati: podatci u ∗.txt, ∗.dat ili
∗.bin–obliku u dva stupca;
2. izbornik za crtanje podataka: zˇeli li se same podatke nacrtati ili ne;
5Lat. Data Excludenda – izlucˇivanje podataka.
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Slika 3.4: Niz prozora graficˇkog sucˇelja programa DatEx, napravljenog u sklopu ovog diplom-
skog rada. Nisu prikazani prozori koji upozoravaju na pogrjesˇke ako do njih dode.
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3. izbornik modula/algoritma kojeg c´e se koristiti za izlucˇivanje znacˇaj-
nijih vrhova; FT ne izlucˇuje znacˇajne vrhove;
4. unos pocˇetnih parametara ovisno o modulu: modul DEFeM trazˇi unos s
i postotka, moduli DEFMAFeM i DEDuFeM trazˇe unos s, s′ i postotka,
dok modul FT ne trazˇi unos nikakvih pocˇetnih parametara;
5. unos raspona frekvencija i perioda koji se zˇeli nacrtati (FFT–os se
automatski postavlja na raspon koji odgovara zadanom rasponu na
apscisama);
6. ispis broja znacˇajnih vrhova koji su analizom izdvojeni;
7. zapis Fourierova transformata i izdvojenih vrhova u dvije zasebne ∗.txt–
datoteke: FFT.txt odnosno exFFT.txt (korak nema graficˇki prikaz na
sl. 3.4).
Program ukupno ima 508 crta koda, gdje nisu uracˇunate linije koda za
programiranje samog graficˇkog sucˇelja tj. prozora na sl. 3.4, buduc´i da su za
samu implemtaciju prozora koriˇstene MATLAB funkcije za to: uigetfile(),
errordlg(), questdlg(), menu(), inputdlg() i figure(). Vrijeme izvrsˇa-
vanja ovisi o zadanim parametrima, kolicˇini ulaznih podataka, brzini proce-
sora racˇunala, izboru modula i sl.
Ipak, dat c´emo procjenu da se stekne osjec´aj: na 32–bitnom racˇunalu
s dvostrukom jezgrom, brzinom procesora 1.73 GHz i radnom memorijom
2,5 GB za EPICA podatke (∼6000 izvornih tocˇaka, ∼800 000 interpoliranih
ulaznih podataka) tj. za nasˇ problem, vrijeme izvodenja je cca 15 sekundi za
sam FFT (uracˇunato vrijeme potrebno za komunikaciju korisnika i programa)
odnosno 30 do 50 sekundi ukoliko se koristi jedan od tri modula za izbor
znacˇajnih vrhova. Sˇto je jednostavniji modul, naravno, treba manje vremena
za izvrsˇavanje.
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3.5 Crna kutija i vazˇni vrhovi
Zakljucˇno, buduc´i da su ovdje izneseni svi detalji u vezi programa i njegovih
modula te komentirane njegove moguc´nosti, ogranicˇenja i znacˇajke, dalje se u
tekstu nec´e komentirati detalji programa. Dobiveni samostalni (eng. stand–
alone) program s graficˇkim sucˇeljem koristit c´emo kao crnu kutiju koja c´e
nam iz nasˇih podataka dati bitne vrhove u Fourierovu transformatu, odnosno
periode oscilacija temperature i koncentracije ugljicˇnog dioksida na Zemlji
kroz vremenski raspon koji podatci sadrzˇe. Ono sˇto se pri tom izbaci smatrat
c´emo i nazivati sˇumom, koji je posljedica bezbrojnih stohasticˇkih utjecaja na
klimu na Zemlji.
Nakon obrazlozˇenja rada programa, koristimo ga za pronalazak i izlucˇi-
vanje najvazˇnijih vrhova u FFT–u Zemljine klimatske povijesti. Ovdje c´emo
ispisati sve bitnije vrhove u temperaturi jer je temperaturni zapis gusˇc´i u
podatcima i jacˇi u intenzitetu — v. npr. sl. 3.2(a) i koristec´i EPICA podatke
[28] jer su najpotpuniji do sad objavljeni i sezˇu najdulje u prosˇlost. Zbog
izrazite slozˇenosti podataka, razlomili smo dobiveni skup podataka za FFT
na viˇse razlicˇitih dijelova i analizirali ih programom DatEx u onom modulu
koji je najprimjereniji. Tako je za konacˇan skup vrhova koji su istaknutiji
prakticˇki koriˇstena slozˇena kombinacija nekoliko desetaka analiza u razlicˇitim
modulima, da bi se i formalno mogao pojedini vrh izolirati kao vazˇan bez
obzira sˇto se i s grafa na sl. 3.2(a) neki odmah vide.
Tablica 3.1: Bitni vrhovi u FFT–u EPICA podataka za temperaturu — najvazˇniji periodi u
klimatskoj prosˇlosti Zemlje. Intenzitet je u jedinicama 10−3 ky2 K2.
P [ky] |F (P )|2 P [ky] |F (P )|2
100,20 881,71 4.31 0.97
80,16 71,36 4.15 0.67
72,87 278,88 3.75 0.86
40,08 451,01 3.52 0.69
Nastavlja se na iduc´oj stranici. . .
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Tablica 3.1 – nastavak
P [ky] |F (P )|2 P [ky] |F (P )|2
28,63 53,38 3.35 0.77
25,86 25,16 3.17 0.99
25,05 14,83 3.05 0.62
23,58 108,65 2.97 0.55
19,09 8,35 2.86 0.47
18,22 17,11 2.73 0.35
17,06 9,32 2.63 0.35
15,42 7,85 2.52 0.59
14,06 7,62 2.37 0.19
13,14 5,98 2.21 0.23
12,15 5,93 2.17 0.31
11,45 16,17 2.01 0.19
10,28 3,68 1.78 0.16
9,78 7,43 1.51 0.21
9,21 6,23 1.38 0.20
8,53 2,02 1.28 0.15
8,02 3,71 1.17 0.13
7,63 5,02 1.10 0.17
7,42 2,02 1.06 0.12
7,09 1,70 1.00 0.08
6,52 2,66 0.88 0.10
6,36 1,76 0.83 0.07
5,98 2,62 0.80 0.08
5,73 2,06 0.67 0.09
5,42 1,81 0.40 0.05
4,74 2,63 0.37 0.06
4,53 1,32 0.32 0.04
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(a) Bitni vrhovi u FFT–u za temperaturu.
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(b) Uvec´ani oznacˇeni isjecˇak s (a) dijela slike.
Slika 3.5: Bitni vrhovi u FFT–u EPICA podataka za temperaturu (crvene tocˇke) zajedno s
cijelim FFT–om (puna plava crta).
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Podatci iz tablice graficˇki su prikazani na sl. 3.5, zajedno s izvornim FFT–
om bez izdvajanja bitnih vrhova. Na slici 3.5(b) prikazan je isjecˇak oznacˇen
pravokutnikom na slici 3.5(a), da priblizˇimo i te podatke koji su na gornjoj
slici presitni.
Uz to, na slici 3.5(a) ocˇito je da tocˇka na periodu od priblizˇno 80 ky nije
vrh (graficˇki); medutim, u iduc´em c´emo poglavlju vidjeti da ta tocˇka jest
fizicˇki vrh, a na grafu nije tako predstavljena jer izmedu nje i vrha na ∼100
ky s jedne strane te vrha na ∼72 ky s druge strane nema nijedne tocˇke, pa
je automatski spojena s njima. Zato smo je “rukom” dodali kao vazˇan vrh,
iako ju je nemoguc´e programski dobiti kao vrh. Ona je jedini izuzetak izmedu
svih tocˇaka u tablici 3.1.
Sa same slike je ocˇita kvaliteta izbora bitnih vrhova koja je, napominjemo,
uvjetovana usporedbom svakog vrha ne s apsolutnim prosjekom ili najvec´om
visinom, nego s njegovom pripadnom okolinom. Zato podatci u tablici 3.1
sezˇu kroz nekoliko redova velicˇine.
Valja napomenuti opc´u znacˇajku FFT–a, a to je da su podatci sve gusˇc´i
i sˇumljiviji kako se periodi smanjuju odnosno frekvencije povec´avaju. To se
jasno vidi na sl. 3.5(a), a josˇ jasnije na sl. 3.5(b). Prema tome, na kratkim
periodima bi zapravo trebalo biti puno viˇse vrhova nego smo u tablici 3.1
ispisali. U tablici su doneseni samo najvazˇniji i zbilja najvec´i i istaknuti
vrhovi u podrucˇju malih perioda (0–2 ky), i to zato sˇto (i) su srediˇsnja
tema ovog rada dugorocˇne korelacije u fluktuacijama temperature, tj. vrhovi
velikih (tisuc´ljetnih) perioda, a ovi kratki periodi su sporedni i jer (ii) je
opc´e pravilo da, kako smanjujemo period, svakom vrhu pridonosi sve viˇse
medudjelovanja i mehanizama koji su sve finiji. Vidjet c´emo koliko je slozˇeno
objasniti cˇak i nekoliko najistaknutijih vrhova, tako da je prakticˇki nemoguc´e
dati jedinstveno fizicˇko podrijetlo ovih krac´ih vrhova. Stoga c´emo u iduc´em
poglavlju rasˇcˇlaniti samo osnovne i najviˇse vrhove, koji predstavljaju osnovnu
crtu periodicˇnosti Zemljine klimatske prosˇlosti.
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4. Poglavlje
Mehanizmi pojedinih perioda
izmjena temperature i
koncentracije CO2
4.1 Milankovic´eva teorija
4.1.1 Ozracˇivanje Zemlje i astronomski parametri
Najprije uocˇimo nekoliko geometrijskih pravilnosti koje c´e nam trebati. Shema
oznaka prikazana je na sl. 4.1(a). Kosinusov poucˇak za sferni trokut ZNS
(v. npr. [12], str. 170.) glasi
cos ζ = sinϑ sin∆ + cosϑ cos∆ cosΛ. (4.1)
Takoder, iz sinusova poucˇka za sferni trokut BDS (v. npr. [12], str. 174.)
slijedi
sin∆ = sinψ sinΦ. (4.2)
Posˇto je jakost Suncˇeva zracˇenja na bilo kojoj udaljenosti r dana s
I(r) =
a2
r2
I (4.3)
jer je kolicˇina energije u jedinici vremena jednaka kroz bilo koju sferu, tj.
4pia2I = 4pir2I(r) (podsjetimo, I je definirano na srednjoj udaljenosti
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(a)
ϑ
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Slika 4.1: (a) Shema geometrije astronomskih parametara odredene tocˇke na Zemlji. Mjesto
(M) ima geografsku sˇirinu ϑ (^AMZ) i zenit Z na nebeskoj sferi. Sunce (S) ima deklinaciju
∆ i eklipticˇku polnu koordinatu (longitudu) Φ. Nebeski ekvator definiran je tocˇkama D, B
i A, a meridijan tocˇkama N , S i B. Kut izmedu ekvatorske i eklipticˇke ravnine je ψ, a kut
upada Suncˇevih zraka ζ. Λ je sferni kut ^ZNS. Ljestvica nije prirodna. (b) Shema upada
Suncˇevih zraka pod odredenim kutom na povrˇsinu Zemlje.
a od Zemlje). Od te kolicˇine, kako vidimo na shemi 4.1(b), samo je udio
|CE|
|CM | = cos ζ povrsˇine CM zapravo osuncˇan, pa je kolicˇina energije u jedinici
vremena
dW
dt
=
a2
r2
I cos ζ =
a2
r2
I (sinϑ sin∆ + cosϑ cos∆ cosΛ) . (4.4)
Srednju energiju prenesenu zracˇenjem na odredenu geografsku sˇirinu dobi-
jemo zbrajanjem doprinosa svih geografskih duljina koje su osuncˇane za danu
sˇirinu:
w =
1
2pi
Λ0∫
−Λ0
dW
dt
dΛ =
a2I
pir2
(Λ0 sinϑ sin∆ + cosϑ cos∆ sinΛ0) , (4.5)
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gdje su ±Λ0 geografske duljine na kojima zalazi Sunce za danu sˇirinu, tj.
nema viˇse osuncˇanja, odnosno definirane su uvjetom dW
dt
= 0. Uvrsˇtavanjem
tog uvjeta u (4.4) dobivamo granicˇnu duljinu:
cos Λ0 = −tgϑtg∆. (4.6)
odnosno
Λ0 = arccos (−tgϑtg∆)
=
pi
2
+ arcsin (tgϑtg∆)
=
pi
2
+
∞∑
k=0
(2k)!
22k(k!)2(2k + 1)
(tgϑtg∆)2k+1 , (4.7)
gdje smo u drugom redu upotrijebili identitet ciklometrijskih funkcija (v. npr.
[12], str. 86, §2.8.3), a u trec´em razvili funkciju arcsin u red1 (v. npr. [12],
str. 1010). Buduc´i da prema (4.2) vrijedi
tg∆ =
√
sin2∆
1− sin2∆ = sinψ sinΦ
(
1− sin2 ψ sin2Φ)− 12 , (4.8)
imamo vrac´anjem u (4.7):
Λ0 sin∆ = sinψ sinΦ
(
pi
2
+
∞∑
k=0
(2k)!
22k(k!)2(2k + 1)
(tgϑ sinψ sinΦ)2k+1 ·
· (1− sin2 ψ sin2Φ)− 2k+12 )
=
pi
2
sinψ sinΦ +
∞∑
k=0
(2k)!tg2k+1ϑ
22k(k!)2(2k + 1)
(sinψ sinΦ)2k+2 ·
·
∞∑
l=0
(−2k+1
2
l
)
(sinψ sinΦ)2l
=
pi
2
sinψ sinΦ +
+
∞∑
k=0
∞∑
l=0
(2k)!tg2k+1ϑ
22k(k!)2(2k + 1)
(−2k+1
2
l
)
(sinψ sinΦ)2(k+l+1), (4.9)
1Mozˇemo razviti jer je iz definicije (4.6) jasno vidljivo da je |tgϑtg∆| ≤ 1.
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pri cˇemu smo u drugom redu razvili2 zagradu
(
1− sin2 ψ sin2Φ) po binom-
nom teoremu3. Drugi je cˇlan izraza (4.5):
cos∆ sinΛ0
(4.6)
= cos∆
√
1− tg2ϑtg2∆
=
√
1− (1 + tg2ϑ) sin2∆
(4.2)
=
√
1− (1 + tg2ϑ) sin2 ψ sin2Φ
=
∞∑
k=0
(
1
2
k
)(
1 + tg2ϑ
)k
sin2k ψ sin2k Φ
= 1 +
∞∑
k=0
(
1
2
k + 1
)(
1 + tg2ϑ
)k+1
sin2k+2 ψ sin2k+2Φ.(4.11)
U prvom je redu iskoriˇstena definicija (4.6), u drugom sredeno, u trec´em
iskoriˇsten sinusov poucˇak (4.2), u cˇetvrtom razvijeno u red kao i malocˇas,
koristec´i opet definiciju binomnog koeficijenta (4.10), a u petom je izuzet
prvi cˇlan i u drugom je pomaknut nijemi indeks.
Grupiranjem izraza (4.9) i (4.11) uz iste potencije faktora sinΦ pri uvr-
sˇtavanju u (4.5) dobit c´emo neke koeficijente, nazovimo ih ak, koji su upravo
izracˇunati razvojima tih dvaju cˇlanova. Prema tome, mozˇemo pisati
Λ0tgϑ sin∆+ cos∆ sinΛ0 = 1+
pi
2
sinψ sinΦtgϑ+
∞∑
k=0
ak sin
2(k+1)Φ. (4.12)
Konacˇno, mozˇemo iskoristiti identitet
sin2k Φ =
eiΦ − e−iΦ
2i
=
1
22k(−1)k
∞∑
l=0
(
2k
l
)
(−1)le2iΦ(k−l)
=
1
22k(−1)k
∞∑
l=0
(
2k
l
)
(−1)l cos(2Φ(k − l)). (4.13)
2Opet, iz (4.2) vidimo da je | sinψ sinΦ| ≤ 1 pa mozˇemo razviti.
3Pri tome, jer je zagrada potencirana s − 2k+12 ∈ R, binomni koeficijent definiramo na
realnom skupu: (
x
k
)
≡ x(x− 1)(x− 2) · · · (x− k + 1)
k!
, (4.10)
gdje je k ∈ N0 i po definiciji je
(
x
0
)
= 1.
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Oznacˇavajuc´i umnozˇak ovih binomnih koeficijenata i ak s bk, konacˇno mozˇemo
pisati
Λ0 sinϑ sin∆ + cosϑ cos∆ sinΛ0 =
= cosϑ(Λ0tgϑ sin∆ + cos∆ sinΛ0)
(4.12)
=
pi
2
sinϑ sinψ sinΦ +
∞∑
k=0
bk cos(2kΦ), (4.14)
odnosno iz (4.5)
w =
a2I
pir2
(
pi
2
sinϑ sinψ sinΦ +
∞∑
k=0
bk cos(2kΦ)
)
. (4.15)
Naposljetku, ovaj izraz vrijedi kad je ispunjen uvjet da se mozˇe razvijati u
red. Jedini uvjet koji nismo pokazali i koji je preostao jest onaj u razvoju
izraza (4.11): da bismo mogli razviti korijen u tom izrazu, mora vrijediti(
1 + tg2ϑ
)
sin2 ψ ≤ 1 (4.16)
odnosno
sin2 ψ ≤ cos2 ϑ. (4.17)
Rjesˇenje je te jednadzˇbe
−
(pi
2
− ψ
)
≤ ϑ ≤
(pi
2
− ψ
)
, (4.18)
tj. nasˇ razvoj vrijedi za tzv. nepolno podrucˇje, tj. podrucˇje koje ne dolazi u
stanje duge noc´i zbog precesije Zemlje. Medutim, primijetimo (osnovnom tri-
gonometrijskom manipulacijom) da se ovaj uvjet preklapa s uvjetom razvoja
Λ0 u (4.7), |tgϑtg∆| ≤ 1, sˇto znacˇi da izvan ovih granica drugi cˇlan u (4.7)
nije ni definiran (sˇto i mora tako biti jer smo u polnom podrucˇju), tj. Λ0 =
pi
2
.
Vrac´anjem u (4.5) za ovaj slucˇaj, vidimo da je to istovjetno ostavljanju samo
prvog cˇlana u (4.15) za polna podrucˇja.
Naposljetku, apsolutna kolicˇina energije koja padne na odredenu geograf-
sku sˇirinu od trenutka t1 do trenutka t2 je
W =
t2∫
t1
w(t)dt =
Φ2∫
Φ1
w(Φ)
dt
dΦ
dΦ. (4.19)
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Iz drugog Keplerova zakona (v. npr. [34]) znamo pak da je
dΦ
dt
=
2pi
Tg
a2
r2
√
1− e2, (4.20)
gdje je Tg period ophoda Zemlje oko Sunca, dakle godina, a e ekscentricˇnost
Zemljine orbite. Uvrsˇtavanjem ovoga i (4.15) u (4.19) imamo:
W =
ITg
2pi2
√
1− e2
Φ2∫
Φ1
(
pi
2
sinϑ sinψ sinΦ +
∞∑
k=0
bk cos(2kΦ)
)
dΦ
=
ITg
2pi2
√
1− e2
(
pi
2
sinϑ sinψ(cosΦ1 − cosΦ2) + b0(Φ2 − Φ1) +
−
∞∑
k=1
bk
2k
(
sin(2kΦ2)− sin(2kΦ1)
))
, (4.21)
dok za polne krajeve imamo
W =
ITg
4pi
√
1− e2
Φ2∫
Φ1
sinϑ sinψ sinΦdΦ
=
ITg
4pi
√
1− e2 sinϑ sinψ(cosΦ1 − cosΦ2). (4.22)
Jednadzˇbe (4.21) i (4.22) su srediˇsnje jednadzˇbe Milankovic´eve teorije, koje
povezuju energiju primljenu na odredenoj tocˇki Zemlje (definiranu geograf-
skom sˇirinom ϑ) s astronomskim parametrima (ekscentricˇnost, precesijski
kut, polozˇaj Sunca).
4.1.2 Milankovic´evi ciklusi
Iz relacija (4.21) i (4.22) vidimo da Zemljin precesijski kut ψ ulazi izravno
kao sinψ u izraze za energiju primljenu na Zemlji tijekom odredenog vremen-
skog perioda u kojem Sunce prijede kut Φ2 − Φ1. Medutim, nacˇin na koji
Milankovic´ uvodi [45, 46, 47] preostala dva astronomska parametra u relaciju
nije, kako na prvi pogled izgleda, preko cˇlana
√
1− e2 jer je e reda velicˇine
10−3, pa je taj cˇlan jako blizu jedinici, nego putem duljine ljetne odnosno
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zimske polugodine, tocˇnije njihove razlike u duljini, koja ima jak utjecaj na
kolicˇinu primljene topline pa tako i na temperaturu na Zemlji.
Naime, iz nebeske je mehanike poznato [43, 46] da je duljina polugodine
T 1
2
g =
Tg
2
(
1± 4e
pi
sinΠ
)
, (4.23)
gdje je gornji predznak (+) za ljetnu polugodinu, donji (−) za zimsku polu-
godinu, a Π oznacˇava kutni polozˇaj perihela Zemljine orbite u odnosu na
staticˇni heliocentricˇni eklipticˇki koordinatni sustav. U prvoj priblizˇbi, Mi-
lankovic´ pretpostavlja da se Π i e mogu napisati kao
sinΠ = AΠ sin
2pi
TΠ
(4.24)
e = e0 + Ae sin
(
2pi
Te
+ fe
)
, (4.25)
gdje su AΠ i Ae stalnice, TΠ i Te periodi titrajnih promjena parametara, fe
fazni pomak za e, a e0 srednja vrijednost ekscentricˇnosti.
Ove c´e relacije dati osnovne periode za sinΠ i e, koje je Milankovic´ ko-
ristec´i tadasˇnje podatke i uvrsˇtavajuc´i ih u relacije (4.21) i (4.22), za koje je
W bilo poznato za sve geografske sˇirine, prilagodio dobivsˇi osnovne periode
[46]:
TΠ ≈ 21 ky, Te ≈ 92 ky. (4.26)
Medutim, za uocˇavanje finijih periodicˇnosti (periodicˇnosti viˇsega reda)
i pribrajanja periodicˇnosti pojedinih astronomskih parametara, Milankovic´
dosljedno koristi razvoje parametara u Fourierove redove (premda ih on tako
ne zove) poznate iz nebeske mehanike (tj. poznati su im koeficijenti), koji se
prema obicˇaju piˇsu ovako [10, 46, 45]:
e sinΠ =
n∑
i=1
Ni sin(git+ βi), (4.27)
e cosΠ =
n∑
i=1
Ni cos(git+ βi), (4.28)
tgψ sin Ξ =
n∑
i=1
N˜i sin(g˜it+ β˜i), (4.29)
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tgψ cos Ξ =
n∑
i=1
N˜i cos(g˜it+ β˜i), (4.30)
ψ = ψ0 +
n∑
i=1
N¯i cos(g¯it+ β¯i). (4.31)
Pri tome je n broj planeta koje uzimamo u obzir, stalnice Ni, N˜i, N¯i, gi, g˜i, g¯i,
βi, β˜i, β¯i i ψ0 su odredene iz pocˇetnih uvjeta, a Ξ je kut izmedu x–osi helio-
centricˇnog koordinatnog sustava i linije presjeka Zemljine orbite i ravnine
xy tog sustava (jer je Zemljina orbita blago nagnuta prema toj ravnini, i
taj se nagib polako mijenja, no o tome kasnije), koji se naziva longitudom
uzlaznog cˇvora. Ocˇigledno je da je ovo zapravo skrac´eni i harmonijski zapis
klasicˇnog racˇuna smetnje nebeske mehanike koji je preopsˇiran da bi se u nj
ovdje ulazilo.
Da bi objasnio promjene temperature u Zemljinoj prosˇlosti, Milankovic´
uvrsˇtava prethodne izraze (4.27) — (4.31) u izraze za primljenu energiju
(4.21) i (4.22) dobivajuc´i prilagodbom kljucˇne periode promjena tempera-
ture. Milankovic´ je koristec´i podatke dobivene prilagodbom (za koju je koris-
tio eksperimentalne podatke koji su bili djelomicˇno poznati i nekontinuirani)
mogao nacrtati teorijsku krivulju promjena zracˇenja Zemlje tijekom povi-
jesti. Da docˇaramo i duh prosˇlosti, na sl. 4.2 prikazali smo njegovu izvornu
krivulju osuncˇanja Zemlje kroz posljednjih 600 ky dobivenu na temelju jed-
nadzˇbi (4.21) i (4.22) te ubacujuc´i rezultate nebeske mehanike, maloprije
napisane, kao pretpostavku.
Ipak, nama nije prvotni interes ovakva krivulja, premda je zbilja impre-
sivan ovakav teorijski rezultat na cˇiji znacˇaj c´emo se josˇ vratiti. U srediˇstu
nam je zanimanja skup periodicˇnosti u Zemljinoj klimatskoj prosˇlosti koje
su — kako je Milankovic´ pokazao — izravna posljedica djelovanja svemirskih
mehanizama, tocˇnije, oscilatornih promjena astronomskih parametara Zem-
ljina gibanja u Suncˇevu sustavu. Sˇto se ticˇe samo Milankovic´eve teorije,
prilagodbom (4.27) — (4.31) na pretpostavljenu ovisnost osuncˇanja koju je
izveo, Milankovic´ je dobio nekoliko temeljnih dobro poznatih i, kako c´emo
josˇ vidjeti, jasno izrazˇenih perioda. On ih je izveo u nizu svojih publikacija
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Slika 4.2: Milankovic´eva krivulja ozracˇivanja Zemlje u zadnjih 600 000 godina, na kojoj je
jasno pronasˇao i poznata ledena doba. Preuzeto iz [38].
[42, 44, 45, 46, 47], a i kasnije su preciznije pokazani [10]. Ovdje su ispisani
u tablici 4.1. U nastavku poglavlja josˇ c´emo se vrac´ati na svakog od njih
Tablica 4.1: Osnovni Milankovic´evi ciklusi, s navedenim mehanizmom.
Period ciklusa [ky] Mehanizam
400 Promjene ekscentricˇnosti
∼100 Promjene ekscentricˇnosti i dr.
41 Promjene precesijskog kuta
26 Period precesije
21 Promjena polozˇaja perihela
pojedinacˇno, usporedujuc´i ih s nasˇim FFT–om. Ovdje valja naglasiti dva
detalja.
Prvo, period od 21 ky nastao je kao superpozicija dvaju kruzˇnih gibanja:
Zemljine precesije s periodom od 26 ky i rotacije cijele Zemljine orbite (elipse)
oko Sunca (zˇariˇsta) s periodom od oko 112 ky (gledano u odnosu na staticˇni
heliocentricˇni eklipticˇki sustav). Medutim, ta se dva gibanja zbrajaju: ro-
70
4. Mehanizmi pojedinih perioda. . . 4.1. Milankovic´eva teorija
tacija Zemljine orbite (tzv. apsidna precesija) ide “ususret” precesiji pa se
gledano sa Zemlje perihel Zemljine orbite okrene i vrati na isto mjesto za∼ 21
ky. Ovo obrazlazˇemo kao primjer i uzorak medudjelovanja astronomskih os-
cilacija: na slicˇan nacˇin se zbrajaju gotovo svi temeljni periodi oscilacija
astronomskih parametara tako da imamo cijeli niz moguc´ih perioda cˇiji obris
mozˇemo vidjeti u klimatskim podatcima na Zemlji.
Drugo, premda Milankovic´eva teorija govori u jeziku astronomskih para-
metara, ona presˇutno ukljucˇuje i djelovanje zemaljskih parametara, glavni
od kojih je povrsˇina Zemlje pod ledom u odredenom povijesnom trenutku.
Naime, taj je mehanizam zapravo nacˇin odgovora i samostabilizacije Zemlje
na promjene izvana, iz svemira, jer bitno utjecˇuc´i na Zemljinu raspodjelu
mase utjecˇe primjerice na njenu precesiju i precesijski kut: promjena pre-
cesijskog kuta izazvat c´e promjenu temperature odnosno promjenu granice
vjecˇnog leda na Zemlji, a ta promjena pak izaziva promjenu srediˇsta mase
Zemlje tako da u odredenom trenutku zaustavi daljnju promjenu tog kuta i
u odredenom granicˇnom slucˇaju izazove nagli povratak tog kuta na pocˇetnu
vrijednost. To je samo primjer vezanja zemaljskog i astronomskog oscila-
tornog mehanizma promjene odredenog parametra.
Zakljucˇno, Milankovic´eva teorija je povijesno prakticˇki prva takva teorija
ledenih doba i klimatskih promjena u prosˇlosti Zemlje. Tocˇnije, njegova
je izvorna zamisao, ali i teorijsko ostvarenje te ideje, da su klimatske pro-
mjene na Zemlji prvenstveno posljedica oscilatornih promjena u astronom-
skim parametrima Zemljina gibanja u svemiru koji se vezˇu na zemaljske
mehanizme promjene bilo tih istih parametara bilo izravno temperature at-
mosfere i Zemljine povrsˇine.
Sad c´emo sˇire objasniti svaki od pojedinih bitnih perioda uocˇenih u FFT–
u na sl. 3.5 (str. 60), a ispisanih u tablici 3.1 u poglavlju 3 (str. 58). Neki
od njih su upravo Milankovic´evi ciklusi iz tablice 4.1, neki su dani mehani-
zmima o kojima Milankovic´ nije raspravljao, a neki su josˇ nepoznati i treba
ih objasniti. Period koji c´emo najviˇse obraditi je onaj od 26 ky, tj. period
Zemljine precesije, a razlog je i lijepa fizika problema i da nam posluzˇi kao
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uzorak nacˇina razmiˇsljanja o djelovanju ostalih perioda. Naravno, ovaj rad
nije predviden za takvo teorijsko izracˇunavanje svakog od perioda. Stoga je
taj period dat i kao primjer. No krenimo redom.
4.2 Period od ∼100 000 godina
4.2.1 Milankovic´evo rjesˇenje i “100 ky – problem”
Kao sˇto smo vec´ spomenuli (v. tablicu 4.1), Milankovic´eva teorija daje period
od 100 000 godina, kojemu je podrijetlo periodicˇna promjena ekscentricˇnosti
Zemljine orbite oko Sunca. U jednadzˇbama Milankovic´eve teorije promjena
ekscentricˇnosti ulazi “najslabije” i njen potpis u klimatskim podatcima bi
prema teoriji trebao biti najslabiji. Medutim, sa slika 3.2 (str. 49) 3.5 (str.
60) jasno se vidi da je vrh od 100 ky najjacˇi. Ovaj se problem zove “100 ky
– problem”. Slicˇan je i drugi problem koji se takoder vezˇe na ekscentricˇnost,
tzv. “400 ky – problem”, koji se svodi na istu pricˇu; sˇtoviˇse, u klimatskom
zapisu uopc´e nema nikakvog vrha na 413 ky (koliko bi Milankovic´eva teorija
u prosˇirenom izdanju dala [26]), ali ovaj problem ne mozˇemo uzeti ozbiljno
jer je skup podataka koji imamo jednostavno nedovoljan da bismo ga vidjeli
u FFT–u.
Autori se uglavnom slazˇu da je Milankovic´ dobro predvidio postojanje
perioda ekscentricˇnosti od 100 ky. Medutim, ocˇigledno je da to jest meha-
nizam perioda od 100 ky u klimatskom zapisu, ali i da nije jedini. Rjesˇenje
problema 100 ky je prema tome pridruzˇivanje potpunog skupa mehanizama
ovom periodu, a ne pridruzˇivanje jednog jedinstvenog mehanizma, kako se
cˇesto navodi, jer je vec´ ocˇito da postoji viˇse od jednog mehanizma.
Dok neki autori tvrde da ipak mogu jasno pridruzˇiti promjenu ekscen-
tricˇnosti kao glavni mehanizam ovog perioda [58, 30] (Kawamura et al. [30]
primjerice smatraju Milankovic´evu teoriju potpuno tocˇnom), vec´ina autora
s tim se ne slazˇe. Zanimljivo je rjesˇenje predlozˇio Berger [10]. On je nasˇao
5 razlicˇitih periodicˇnosti astronomskih parametara u blizini vrha od 100 ky,
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razvijajuc´i parametre definirane relacijama (4.27) – (4.31), ali dodavsˇi josˇ
takav razvoj za derivaciju te frekvencijsku modulaciju precesijskog kuta ψ.
Prema njemu, to su periodi od 94,9 ky (kombinacija medudjelovanja Marsa
i Jupitera sa Zemljom), 99,6 ky (medudjelovanje Jupitera i Zemlje), 98,0
(medudjelovanje Merkura i Zemlje), 107,5 ky (medudjelovanje Venere i Zem-
lje) te 97,0 ky (modulacija ψ). Ovaj prijedlog osim djelomicˇnog objasˇnjenja
visine vrha na 100 ky objasˇnjava donekle i njegovu sˇirinu u odnosu na druge
vrhove.
4.2.2 Promjena ψ kao rjesˇenje
Nekoliko autora [62, 63, 68] predlazˇe period promjene precesijskog kuta ψ, ali
nuzˇno u medudjelovanju (povratnoj sprezi) sa Zemljinim unutrasˇnjim meha-
nizmima, kao rjesˇenje 100 ky problema.
Ovo rjesˇenje mozˇemo lako ilustrirati. Naime, potpuno analogno izvodu
izraza za brzinu precesije u odlomku (4.7), do kojeg c´emo doc´i nesˇto kasnije,
mozˇemo prakticˇki istim racˇunom dobiti i promjenu precesijskog kuta odnosno
nagiba osi precesije prema eklipticˇkoj ravnini. Osnovni izraz za tu promjenu
je
dψ
dt
= −3
4
GM
d3Ω
J − I
J
cosψ, (4.32)
gdje je sve ispred cosψ stalnica, definirana u tablici 1.2; oznacˇimo je s α
(uocˇimo da je α > 0). Finije popravke ovog cˇlana i njegov detaljniji (eng.
straightforward) izvod je u [68]. Ovo je nelinearna diferencijalna jednadzˇba
prvog reda, koju mozˇemo rijesˇiti integriranjem:
ψ∫
ψ0
dψ
cosψ
= −αt = ln tg
(
ψ
2
+
pi
4
)ψ
ψ0
, (4.33)
gdje smo rjesˇenje integrala preuzeli iz [12], str. 1036., §325. Odavde je
ψ(t) = 2arctg
(
e−αttg
(
ψ0
2
+
pi
4
))
− pi
2
. (4.34)
To je rjesˇenje prikazano na sl. 4.3, na kojoj je prikazan odmah i graf sinψ jer
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Slika 4.3: Graf funkcije ψ(t) (4.34) (puna plava crta) i sinψ(t) (isprekidana ljubicˇasta crta).
smo vidjeli u relaciji (4.21) i (4.22) da ψ ulazi izravno kao sinψ u osuncˇanje
Zemlje. Prema tome c´e i temperaturni odziv na promjenu ovog parametra u
prvoj priblizˇbi izgledati isto kao isprekidana crta na sl. 4.3. Prema Sorokhtinu
[62, 63, 60], pad temperature sukladan slici 4.3 izazvat c´e povec´anje kolicˇine
leda, a to povec´anje c´e onda izazvati promjenu polozˇaja srediˇsta mase Zemlje,
koja promjena stvara suprotan zakretni moment na Zemlju od ovog koji
izaziva smanjenje ψ–ja i u odredenom granicˇnom trenutku c´e se taj moment
izjednacˇiti s prvim, pa c´e ψ prestati opadati. Sˇtoviˇse, Sorokhtin predlazˇe da
se tada dogodi nagli skok u ψ, cˇime bi objasnio i nagli skok u temperaturi
prilikom izlaska iz ledenog doba koji se jasno vidi u paleografskim podatcima.
4.2.3 Promjena orbitnog nagiba kao rjesˇenje
Zemljina orbitna ravnina malo je nagnuta prema tzv. invarijantnoj eklipticˇkoj
ravnini (ravnina okomita na zamah Suncˇeva sustava) koja se prakticˇki po-
klapa s Jupiterovom orbitom. Kut nagiba Zemljine orbitne ravnine prema
invarijantnoj ravnini mijenja se takoder periodicˇki, i to s periodom od oko
100 ky. To gibanje Milankovic´ nije razmatrao. Stoga postoji skupina autora
[49, 50] koji predlazˇu promjenu orbitnog nagiba kao mehanizam odgovoran
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za period od 100 ky, a istu je kao otvorenu moguc´nost ostavio i Berger [10].
Fizicˇki mehanizam koji bi pri tom utjecao na promjenu klime nije pro-
mjena osuncˇanja (kako bi bilo u Milankovic´evoj teoriji) nego dovodenje Zem-
lje, zbog pomjeranja orbite, u podrucˇja gusˇc´e svemirske prasˇine koja bi
prakticˇki zasjenila Zemlju [49, 33]. Takve su pretpostavke i eksperimentalno
potvrdene [20, 33], ali ostaje otvoreno pitanje koliko takav mehanizam mozˇe
pridonijeti intenzitetu vrha od 100 ky.
4.2.4 Drugi mehanizmi
Postoje i prijedlozi podrijetla perioda od 100 ky koji nisu utemeljeni na
promjenama astronomskih parametara Zemlje. Primjerice, autori [24, 57,
55] pridruzˇuju taj period unutrasˇnjem mehanizmu Zemlje, bilo da se radi o
rezonantnoj frekvenciji s tim periodom u unutrasˇnjosti Zemlje [24, 57] ili o
periodima kontinentnih pomaka i razdvajanja oceanskog dna [55].
S druge strane, Ehrlich [19] ovaj vrh pridruzˇuje unutrasˇnjem mehanizmu
Sunca, konkretno pronasˇavsˇi period od 100 ky u titrajima difuznih valova u
unutrasˇnjosti Sunca.
Uglavnom, velika pozornost danasˇnje znanosti je usmjerena rjesˇavanju
ovoga pitanja. U ovoj grani znanosti to je prakticˇki srediˇsnje nerijesˇeno
pitanje, sˇto se vidi i prema broju publikacija. Od niza predlozˇenih mehani-
zama koje smo ovdje ukratko predstavili, ipak su najvjerojatniji promjena
ekscentricˇnosti (Milankovic´eva teorija), promjena orbitnog nagiba i promjena
precesijskog kuta, koji sami, kao sˇto smo vidjeli primjerice u [10], imaju niz
vrhova oko 100 ky, pa se zbrajaju dajuc´i visok i sˇirok vrh od 100 ky u nasˇem
paleoklimatskom zapisu.
4.3 Tocˇka na ∼81 000 godina
Kao sˇto smo komentirali na kraju prethodnog poglavlja (v. str. 61), u obzir
c´emo uzeti i ovu tocˇku premda nije graficˇki prikazana kao vrh na sl. 3.5. Vec´
smo objasnili zasˇto na str. 61.
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Ova tocˇka potjecˇe od Suncˇeva doprinosa zakretnom momentu na Zemlju
koji izaziva precesiju; to je, dakle, precesijska frekvencija koju Sunce daje
Zemlji. Buduc´i da se kasnije u odlomku 4.7 detaljno izvodi i taj i Mjesecˇev
doprinos precesiji, sve sˇto c´emo sad rec´i je da tocˇka na ∼ 81 ky dolazi od
prvog, Suncˇevog cˇlana (M
d3
) u relaciji (4.75) odnosno (4.76) i tocˇno iznosi
τ = 81, 12 ky, dakle ocˇito jako dobro reproducira nasˇu tocˇku koja prema
tablici 3.1 iznosi 80,16 ky. Uz to je i malen intenzitet ocˇekivan jer je Suncˇev
utjecaj na precesiju, kako c´emo vidjeti, puno manji od Mjesecˇeva.
4.4 Period od ∼72 000 godina
Ovaj period ne mozˇemo objasniti u sklopu Milankovic´eve teorije onako kako
ju je on iznio, ali Berger [8] i Muller [48] su kasnije dosˇli do perioda od ∼70 ky
prosˇirenjem Milankovic´eve teorije na promjenu kuta nagiba orbitne ravnine
prema invarijantnoj ravnini na potpuno analogan nacˇin kako ju je on izveo
za svoja tri mehanizma.
Piˇsuc´i jednadzˇbe slicˇne (4.27) do (4.31) za taj kut, oznacˇen s i (kao inkli-
nacija) i prilagodavajuc´i te jednadzˇbe poznatim medudjelovanjima pojedinih
planeta sa Zemljom te poznatim podatcima za osuncˇanje, Berger je u [8]
prvi pretpostavio postojanje takvog perioda kad se josˇ eksperimentalno nije
ni vidio, a teorijski nije bio poznat. U tom su radu najizrazˇeniji harmonici za
promjenu inklinacije izmedu ostalih i na periodima 68,83 ky i 72,73 ky, koje
je zakljucˇno zaokruzˇio na ∼70 ky. Buduc´i da nije dobivena u Milankovic´evoj
teoriji, ova se linija (vrh) ponekad zove “anomalna linija”.
Isti je period poslije dobio i Muller [48] koji je pokazao da je ∼70 ky
(kvazi)period jedne precesije tzv. vektora inklinacije, tj. vektora okomita na
Zemljinu orbitnu ravninu u sustavu invarijantne ravnine, ali takoder da je
djelotvorni period utjecaja te promjene na Zemljinu klimu otprilike 100 ky.
Stoga ovo isticˇe kao glavni mehanizam perioda od 100 ky, a objasˇnjava i zasˇto
je vrh na 70 ky manji od njega.
Ipak, vrh od 72 ky malo je poznat u literaturi, a ni neke analize prijasˇnjih
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podataka nisu ga pronasˇle, kao npr. ona u [53]. Stoga uocˇavanje ovoga vrha
samo po sebi predstavlja novost jer ni u jednom paleografskom zapisu do
sad nije bio naden, premda je teorijski pretpostavljen [8, 48], pa cˇak ni u
analizama ovog EPICA skupa podataka koji je ovdje koriˇsten. U analizi
podataka s postaje Vostok taj vrh uopc´e ne vide [53].
4.5 Period od 40 000 godina
Ovo je jedan od temeljnih Milankovic´evih perioda i ne poklapa se tocˇno
s Milankovic´evim jer mehanizam promjene precesijskog kuta nije potpuno
periodicˇan nego prije kvaziperiodicˇan, sˇto objasˇnjava razliku Milankovic´eva
perioda (41 ky) i nasˇeg iz tablice 3.1 (∼40 ky) [38]. Ovaj period je zapravo
period prvog harmonika u razvoju (4.31) Milankovic´eve teorije.
4.6 Period od 28 000 godina
Posebno je zanimljiv period od 28,63 ky u nasˇoj tablici 3.1. Naime, taj
period nije viden ni u jednoj citiranijoj analizi (npr. [28, 53]) nema ga u
Milankovic´evoj teoriji [38, 42, 44, 45, 46, 47] niti ijednom poznatom njenom
prosˇirenju [8, 10, 11, 26, 55, 69]. Dakle, period od ∼28 ky ne odgovara
nijednom osnovnom ili viˇsem harmoniku ijednog astronomskog parametra.
A s druge strane, jedan je od 5 najistaknutijih vrhova na sl. 3.5(a). Ovo
bismo mogli formulirati kao otvoreno pitanje odnosno “problem 28 ky”, koji
u literaturi josˇ ni ne postoji, i ovdje ga (p)ostavljamo otvorenim za rijesˇiti.
Zapravo, postoje dva spomena ovog vrha [7, 36] koji ga ne obraduju de-
taljno, nego samo usput predlazˇu da, buduc´i da je jasno da ne potjecˇe od
periodicˇnosti nekog od astronomskih parametara, nuzˇno potjecˇe ili od me-
hanizma svojstvenog Zemlji ili od nelinearnog mehanizma odgovora Zemlje
(posebno leda) na astronomsko uvjetovanje. Prema tome, period od 28 ky
bio bi potpis unutrasˇnjeg Zemljina mehanizma u medudjelovanju s vanjskim
astronomskim mehanizmom [36]. Taj je potpis nuzˇno nelinearan jer ga nema
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ni u Milankovic´evoj teoriji ni u njenim prosˇirenjima koji su oboje linearne
teorije.
Ipak, zgodno je uocˇiti da period od 28 ky mozˇemo dobiti zbrajanjem
osnovnih perioda od 100 ky i od 40 ky. Tocˇnije, mozˇemo uzeti jedan od dva
glavna perioda ekscentricˇnosti, 95 ky [11] i period precesijskog kuta od 40
ky:
ω = ω95ky + ω40ky =
2pi
τ1
+
2pi
τ2
(4.35)
τ =
2pi
ω
= 28, 15 ky. (4.36)
Prema tome, kombinacija dvaju gibanja, promjene ekscentricˇnosti i promjene
precesijskog kuta, jako dobro mozˇe reporoducirati ovaj period. Uzmemo li
za τ2 = 100 ky, dobit c´emo 28,56 ky, tj. i sveukupni veliki vrh na 100 ky
mozˇe reproducirati ovaj vrh, tako da ne mozˇemo sa sigurnosˇc´u rec´i da ga
daje kombinacija basˇ ekscentricˇnosti s promjenom precesijskog kuta. Ipak,
ta ga kombinacija reproducira najvjernije.
Ovo objasˇnjenje, izvedeno u duhu komentara u odjeljku 4.1.2 koji je jasno
pokazao kako se mehanizmi mogu zbrajati, predstavlja novo tumacˇenje ovog
vrha, nepoznato u literaturi isto kao sˇto je i sam vrh prakticˇki nepoznat.
4.7 Period od ∼26 000 godina
Jedan je od najzanimljivijih perioda koje mozˇemo uocˇiti u FFT–u na sl. 3.5
i u tablici 3.1 onaj od 26 000 godina. Premda nije izrazito visok, zapravo je
jedan od najzanimljivijih jer jako dobro ocrtava posebnosti svemirskog djelo-
vanja na Zemlju, i to posebno na njezinu “neokruglost” odnosno cˇinjenicu
da je Zemlja spljosˇtena. Upravo zato sˇto je jedan od rijetkih “cˇistih” vrhova
(pridruzˇen mu je jedan jedini mehanizam), ima i manji intenzitet, dok drugi
vrhovi, buduc´i da imaju viˇse doprinosa, imaju i vec´i intenzitet. No to je
zapravo drugi razlog zasˇto c´emo ovaj vrh detaljno obraditi: basˇ zato sˇto
je cˇist, a uz to i zbog toga sˇto ga relativno lako mozˇemo rekonstruirati s
jako velikom tocˇnosˇc´u: ovaj vrh potjecˇe od perioda Zemljine precesije, koja
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ima podrijetlo u tome sˇto, buduc´i da je Zemlja nagnuta prema eklipticˇkoj
ravnini, gravitacijska sila Sunca na njezino elipsoidno ispupcˇenje s one strane
do Sunca nije jednaka onoj na ispupcˇenje s druge strane.
4.7.1 Pokusˇaj procjene prema Sorokhtinu
Jedan pokusˇaj procjene daju ruski autori u [63]. Ideja je da odvojeno gledamo
gravitacijsku silu na onaj dio Zemlje koji odstupa od kugle, kojeg ovdje
zovemo ispupcˇenje, i to na svaku njegovu polovicu odvojeno. To je zapravo
razlika elipsoida i njemu upisane kugle. Shema takve geometrije je prikazana
na sl. 4.4. Buduc´i da je srediˇste mase samog elipsoidnog poluispupcˇenja (SM
?
?
?
?
??
??
???
??
?? ??
?
?
Slika 4.4: Shema geometrije za procjenu zakretnog momenta na Zemlju. Ljestvica nije
prirodna.
na sl. 4.4) zbog nagnutosti Zemljine osi odmaknuto od eklipticˇke ravnine
(prema gore s jedne strane, prema dolje s druge) za h, a na dva nasuprotna
srediˇsta mase zbog razlicˇite udaljenosti od Sunca djeluju razlicˇite gravitacij-
ske sile, konacˇan c´e ucˇinak na Zemlju biti zakret. A kako znamo iz klasicˇne
mehanike, zakret okomit na vektor kutne brzine zvrka (sˇto je u ovom slucˇaju
Zemlja) daje precesiju zvrka.
Promjena je zamaha4 L krutog tijela usljed djelovanja zakretnog momenta
4Zamahom (eng. angular momentum) nazivamo vektor L = r × p, gdje je r vektor
polozˇaja, a p zalet (njem. Impuls) tijela. Izbjegavamo naziv “angularni moment”.
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N, gledano iz vanjskog staticˇnog sustava:
dL
dt
=
dL
dt
∣∣∣∣
st
+ ω × L = N, (4.37)
gdje smo odmah napisali i dobro poznatu (v. npr. [34]) transformaciju u
sustav tijela (indeks “st”). ω je precesijska frekvencija. Ukoliko je u sustavu
tijela zamah ocˇuvan, ocˇito je ω × L = N. Taj je uvjet za Zemlju ispunjen.
Zamah Zemlje lako je nac´i, jer je L = JΩ, gdje je J inercijski moment
oko Zemljine osi rotacije, a Ω frekvencija okretanja Zemlje oko svoje osi.
Razlika je sile na lijevo i na desno srediˇste mase ispupcˇenja na sl. 4.4 prema
Newtonovu zakonu gravitacije:
∆F = GMmisp
(
1
(d −Rsm cosψ)2 −
1
(d +Rsm cosψ)2
)
= 16
dGMmisp
R3sm
cosψ(
2( d
Rcm
)2 − 1− cos(2ψ)
)2 , (4.38)
gdje je
misp =
1
2
ρisp
(
4pi
3
RpR
2
e −
4pi
3
R3p
)
= 1, 015 · 1022 kg (4.39)
masa jedne polovice ispupcˇenja (gustoc´a Zemljine tvari u ispupcˇenju je pro-
sjecˇno ρisp = 2800 kg/m
3 [63]), a
Rsm =
9
16
R⊕ (4.40)
je udaljenost srediˇsta mase poluispupcˇenja od srediˇsta Zemlje detaljno izve-
dena u Dodatku C u relaciji (C.10). Konacˇno je zakretni moment Sunca
N = Rsm ×∆F = 16dGMmisp
R2sm
sinψ cosψ(
2( d
Rsm
)2 − 1− cos(2ψ)
)2 Nˆ. (4.41)
Izraz za zakretni moment Mjeseca na Zemlju potpuno je analogan, samo sˇto
od ψ trebamo oduzeti nagib Mjesecˇeve orbite prema eklipticˇkoj ravnini, λ:
NL = 16
dLGMLmisp
R2sm
sin(ψ − λ) cos(ψ − λ)(
2( dL
Rsm
)2 − 1− cos(2ψ − 2λ)
)2 Nˆ. (4.42)
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Ova se dva zakretna momenta zbrajaju, a djelotvorno im se pribraja i mo-
ment same Zemlje zbog njezinih unutrasˇnjih nepravilnosti (pomak srediˇsta
mase plasˇta i kontinenata u odnosu na srediˇste Zemlje i dr.) |∆NZ | ≈ 4 ·1021
kg m2/s [63], koji djeluje u suprotnu smjeru. Konacˇno je, prema (4.37),
ω =
N
JΩ sinψ
=
5
2
N +NL −∆NZ
M⊕R2eΩ sinψ
. (4.43)
Uvrsˇtavajuc´i sve vrijednosti iz tablice 1.2 u (4.41), (4.42) i u (4.43), te uz
τ = 2pi
ω
, dobivamo period rotacije od 83,068 ky.
Ovo je pogresˇan rezultat iz nekoliko razloga: (i) nacˇin na koji je nagib
Mjesecˇeve orbite λ uveden u teoriju nije dobar jer kut izmedu Zemljine osi
i osi Mjesecˇeve orbite nije ψ − λ, nego nesˇto slozˇeniji buduc´i da je λ kut
izmedu eklipticˇke ravnine i Mjesecˇeve orbite, a ne izmedu Zemljine ekva-
torske ravnine i Mjesecˇeve orbite5; (ii) koriˇsten je centralni gravitacijski po-
tencijal za racˇun ucˇinka necentralnosti Zemlje; tocˇnije, gravitacijski poten-
cijal privlacˇenja elipsoida (mase m) i kugle (mase M) nije −GMm/r, nego
slozˇeniji; time ni sila nije jednostavno GMm/r2, kao sˇto je gore koriˇsteno,
nego drukcˇija.
Ipak, u literaturi nema kritike autora [62, 63] u vezi ove teme, tako da je
ovo prvi dokaz da njihova teorija po ovom pitanju nije dobra. To je i dodatan
razlog davanja mjesta njihovu racˇunu.
4.7.2 Izracˇun Zemljina precesijskog perioda
Kako smo vidjeli, prvo sˇto trebamo nac´i za ispravan pristup problemu je
ispravan gravitacijski potencijal izmedu Zemlje i nekog tijela u svemiru uzi-
majuc´i u obzir popravku od Zemljine elipsoidnosti odnosno “neokruglosti”.
5Gore koriˇstena pretpostavka na drugi se nacˇin mozˇe izrec´i kao pretpostavka da cˇvoriˇsna
linija Zemljine ekvatorske i eklipticˇke ravnine lezˇi na istom pravcu kao i cˇvoriˇsna linija
eklipticˇke i Mjesecˇeve orbitne ravnine. No to jednostavno nije tocˇna pretpostavka, kako
c´e se vidjeti na sl. 4.5.
81
4. Mehanizmi pojedinih perioda. . . 4.7. Period od ∼26 000 godina
4.7.2.1 Gravitacijski potencijal
Uzmimo mali element volumena Zemlje mase mi i volumena Vi s vektorom
polozˇaja u odnosu na srediˇste Zemlje Ri i s vektorom udaljenosti od Sunca
ri. Neka Ri zatvara kut ηi s vektorom udaljenosti Srediˇsta Zemlje od srediˇsta
Sunca, d (kojemu je iznos d). Za prikaz c´emo posuditi sliku 4.4 gore, na
kojoj su naznacˇene sve ove velicˇine. Kako je, ocˇito sa slike, d = ri +Ri, to
je gravitacijski potencijal izmedu elementa volumena i i Sunca
Vi = −GMmi
ri
= −GMmi|d−Ri| = −
GMmi
d
√
1− 2Ri
d
cos ηi +
R2i
d2
. (4.44)
Medutim, znamo da je korijen ovog oblika funkcija izvodnica Legendreovih
polinoma Pn(x) (v. npr. [12], str. 514):
1√
1− 2rx+ r2 =
∞∑
n=1
rnPn(x), (4.45)
odnosno
V =
N∑
i=1
Vi = −GM
d
N∑
i=1
∞∑
n=0
mi
(
Ri
d
)n
Pn(cos ηi). (4.46)
Ovaj razvoj po Legendreovim polinomima jako brzo konvergira. Naime,
Ri/d mozˇe biti najviˇse R⊕/d = 4, 25 · 10−5, tj. svaki cˇlan reda je 5 redova
velicˇine manji od prethodnog. Vidimo da prvi cˇlan daje poznati gravitacijski
potencijal −GMM⊕/d za okruglo tijelo6 pa trebamo samo josˇ jedan cˇlan
za dobar proracˇun. Medutim, prvi cˇlan (n = 1) iˇscˇezava:
Vn=1 = −GM
d2
N∑
i=1
miRi cos ηi = −GM
d3
N∑
i=1
miRi · d = 0 (4.47)
6Taj potencijal i dobivamo ukoliko u (4.46) prijedemo sa
∑
i na integral (uz mi →
dm = ρdV ) i integriramo po kugli:
V = −GMρ
d
∞∑
n=1
2pi∫
0
dϕ
R⊕∫
0
(
R
d
)n
R2dR
pi∫
0
dηi sin ηiPn(cos ηi) = (nesˇto)
1∫
−1
Pn(x)dx = 0
zbog ortogonalnosti Legendreovih polinoma (posebno, ortogonalnosti na P1(x) = 1).
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jer smo sustav stavili tako da mu je ishodiˇste na polozˇaju srediˇsta mase, tj.
srediˇsta Zemlje, koji je po definiciji
∑N
i=1miRi. Zanimljivo je ovdje primi-
jetiti slicˇnost s elektrodinamikom: ovo je zapravo multipolni razvoj gravita-
cijskog potencijala u kojem dipolni cˇlan (n = 1) iˇscˇezava upravo zato sˇto, za
razliku od elektrodinamike, gravitacijska sila nema dva “gravitacijska pola”.
Prema tome je prvi cˇlan popravke trec´i u redu, tj. n = 2. Kako je
P2(cos ηi) =
3
2
cos2 ηi − 12 , to je:
V = −GMM⊕
d
+
GM
2d3
N∑
i=1
(1− 3 cos2 ηi)miR2i
= −GMM⊕
d
+
GM
2d3
N∑
i=1
mi
(
2(X2i + Y
2
i )− (X2i + Z2i )− (Y 2i + Z2i )
)
= −GMM⊕
d
+
GM
2d3
(3I ′zz − TrI′). (4.48)
U drugom smo koraku prepoznali da je Zi = Ri cos ηi i preslozˇili cˇlanove,
a u trec´em prepoznali definicije pojedinih inercijskih momenata. Medutim,
valja naglasiti da su ovo momenti oko osi koordinatnog sustava (X, Y, Z)
(oznacˇenog crticom) kojem smo privremeno orjentirali os Z u smjeru vektora
d. Buduc´i da je trag invarijantan na rotacije (TrI′ = TrI), ostaje nam izraziti
I ′zz pomoc´u Ixx, Ixx i Izz u sustavu Zemlje jer njih znamo. Uocˇimo da je
inercijski moment oko neke osi opc´enito tezˇinski zbroj masa s udaljenostima
od osi kao tezˇinskim koeficijentima. To znacˇi da je
I ′zz =
N∑
i=1
mi(Ri sin ηi)
2 =
N∑
i=1
mi(Ri × dˆ)2. (4.49)
Izrazimo li sada Ri u koordinatama Zemljina sustava (x, y, z), a dˆ preko
kosinusa smjerova prema pojedinim osima istog sustava, imat c´emo
I ′zz =
N∑
i=1
mi
∣∣∣∣∣∣∣∣
ıˆ ˆ kˆ
xi yi zi
cosα cos β cos γ
∣∣∣∣∣∣∣∣
2
.
=
N∑
i=1
mi
(
(x2i + y
2
i ) cos
2 γ + (x2i + z
2
i ) cos
2 β + (y2i + z
2
i ) cos
2 α
)
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= I(cos2 α+ cos2 β) + J cos2 γ
= I + (J − I) cos2 γ. (4.50)
U prvom smo koraku odmah izbacili sve cˇlanove sume koji imaju mjesˇovite
umnosˇke koordinata jer su osi Zemljina sustava ujedno i njene glavne osi pa
ti elementi inercijskog momenta iˇscˇezavaju. U drugom smo koraku iskoristili
jednakost dvaju Zemljinih momenata, uz oznake I = Ixx = Iyy i J = Izz koje
c´emo nadalje koristiti. Na kraju smo iskoristili identitet za kosinuse smjerova,
cos2 α+cos2 β+cos2 γ = 1. Kako je ocˇito 3I ′zz−TrI = 3I ′zz−2I−J , konacˇno
je potencijal (4.48):
V = −GMM⊕
d
+
GM
2d3
(J − I) (3 cos2 γ − 1) . (4.51)
Kut γ (kut izmedu vektora d i Zemljine osi rotacije) se mijenja pri okretanju
Zemlje oko Sunca. Buduc´i da je period Zemljina ophoda oko Sunca nekoliko
redova velicˇine manji od perioda precesije, mozˇemo gravitacijski potencijal
usrednjiti po ophodu. No gornji izraz za potencijal je izrazˇen u koordinatama
Zemljina koordinatnog sustava, a za potpunu sliku (i za usrednjavanje) tre-
bamo izraz za potencijal u koordinatama sustava vezanog za eklipticˇku ravn-
inu. Za daljnje razumijevanje, sve su koordinate, Eulerovi kutovi Zemlje i
pojedine okretne ravnine prikazane na sl. 4.5. Kut γ u izrazu (4.51) je, sje-
timo se, kut izmedu Zemljine osi rotacije (z na sl. 4.5) i radij–vektora Sunca
(Mjeseca) d (dL) u istom sustavu, a to je po definiciji polni kut u Zemljinu
sfernom sustavu, tj. taj kut daje projekciju z radij–vektora d na Zemljinu
os: z = |d| cos γ = d cos γ. Prema tome, geometrijski cˇlan 3 cos2 γ − 1 u
potencijalu (4.51) mozˇemo napisati kao 3
z2
d2
− 1.
Buduc´i da nam je fizika ovog problema invarijantna na smjer osi x i y,
kao i na smjer osi X i Y , radi jednostavnosti mozˇemo staviti osi x i X duzˇ
sjeciˇsta Zemljine ekvatorske i eklipticˇke ravnine, tzv. cˇvoriˇsne linije (eng. line
of nodes), oznacˇene s “LN” na sl. 4.5.
S takvim izborom, prijelaz iz Zemljina sustava (x, y, z) u eklipticˇki sustav
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Slika 4.5: Shema koordinatnih odnosa Zemlje, Mjeseca i Sunca. (x, y, z) su osi Zemljina
koordinatnog sustava, (X,Y, Z) su osi koordinatnog sustava u eklipticˇkoj ravnini, kojem je
ishodiˇste u Zemljinu srediˇstu, a os Z okomica na eklipticˇku ravninu, (ϕ, ξ, ψ) su Zemljini
Eulerovi kutovi prema eklipticˇkoj ravnini, Φ je sferna koordinata Sunca u sustavu (X,Y, Z)
(Θ = 0 po definiciji), Φ′ i Θ′ su sferne koordinate Mjeseca u istom sustavu, ν je rotacijski
i λ precesijski Eulerov kut Mjesecˇeve orbite, d i dL su radij–vektori Sunca i Mjeseca u tom
sustavu, LN je cˇvoriˇsna linija. Ljestvica nije prirodna.
(X, Y, Z) predstavlja zaokret koordinatnog sustava za ψ oko osi x = X:
x
y
z
 =

1 0 0
0 cosψ − sinψ
0 sinψ cosψ


X
Y
Z
 =

X
Y cosψ − Z sinψ
Y sinψ + Z cosψ
 .
(4.52)
Eklipticˇke sferne koordinate Sunca i Mjeseca su prema sl. 4.5:
X
Y
Z


= d

cosΦ
sinΦ
0
 ; (4.53)

X
Y
Z

L
= dL

cosΦ′ sinΘ′
sinΦ′ sinΘ′
cosΘ′
 . (4.54)
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Uvrsˇtavanjem koordinata (4.53) za Sunce u (4.52) dobivamo
x
y
z


= d

cosΦ
cosψ sinΦ
sinψ sinΦ
 , (4.55)
odnosno
cos2 γ =
z2
d2
= sin2 ψ sin2Φ. (4.56)
Pri svakom ophodu Zemlje oko Sunca, Φ napravi puni krug. Stoga usrednja-
vanje po ophodu Zemlje oko Sunca znacˇi upravo usrednjavanje po Φ, a kako
je
〈
sin2Φ
〉
= 1
2
, potencijal (4.51) izmedu Zemlje i Sunca je:
V = −GMM⊕
d
+
GM
2d3
(J − I)
(
3
2
sin2 ψ − 1
)
. (4.57)
Potpuno slicˇno dobivamo potencijal izmedu Zemlje i Mjeseca, mada nesˇto
slozˇenije jer njegov ophod nije u eklipticˇkoj ravnini. Uvrsˇtavanjem koordi-
nata Mjeseca (4.54) u (4.52) imamo
x
y
z

L
= dL

cosΦ′ sinΘ′
cosψ sinΦ′ sinΘ′ − sinψ cosΘ′
sinψ sinΦ′ sinΘ′ + cosψ cosΘ′
 , (4.58)
odnosno〈
cos2 γL
〉
=
〈z2L〉
d2L
=
〈
sin2 ψ sin2Φ′ sin2Θ′ + cos2 ψ cos2Θ′+
+2 sinψ cosψ sinΦ′ sinΘ′ cosΘ′〉
=
1
2
sin2 ψ +
(
cos2 ψ − 1
2
sin2 ψ
)〈
cos2Θ′
〉
. (4.59)
Pogledamo li ravninu Mjesecˇeve orbite na sl. 4.5, vidimo da kut Θ′ mozˇemo
rekonstruirati pomoc´u nagiba Mjesecˇeve orbite prema eklipticˇkoj ravnini λ i
njegova trenutnog kuta prema cˇvoriˇsnoj liniji te ravnine s eklipticˇkom:
dL sin(
pi
2
−Θ′) = dL cosΘ′ = dL sin ν sinλ, (4.60)
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a kako Mjesec pri okretanju oko Zemlje zapravo mijenja kut ν, to usrednja-
vanje po jednom ophodu znacˇi usrednjavanje po ν, koji zbog 〈cos2 ν〉 = 1
2
daje 〈
cos2 γL
〉
=
1
2
sin2 ψ +
(
1− 3
2
sin2 ψ
)
1
2
sin2 λ
=
1
2
sin2 λ+
1
2
sin2 ψ
(
1− 3
2
sin2 λ
)
. (4.61)
Konacˇno je, vrac´anjem ovoga u (4.51), potencijal izmedu Zemlje i Mjeseca:
VL = −GMLM⊕
dL
+
GML
2d3L
(J − I)
(
1− 3
2
sin2 λ
)(
3
2
sin2 ψ − 1
)
. (4.62)
Tek sad kad imamo dobar potencijal mozˇemo dobro izracˇunati i period.
Za usporedbu s prethodnim odjeljkom, vidimo kako je ukljucˇivanje nagiba
Mjesecˇeve orbite dosta slozˇenije nego samo stavljanje ψ − λ umjesto ψ.
Takoder, uocˇimo da je “unutrasˇnji doprinos” same Zemlje precesiji jako ocˇito
ukljucˇen u mnozˇitelju J − I u (4.57) i (4.62): jasno je da za J = I (Zemlja
okrugla) popravka potencijalu iˇscˇezava; s druge strane, i J i I jako ovise o
unutrasˇnjoj nerazmjernoj raspodjeli Zemljine mase i sl. A za I i J imamo
jako precizne eksperimentalne podatke iz promatranja kretanja satelita u
Zemljinoj orbiti.
4.7.2.2 Precesija u izoblicˇenom potencijalu
Sa sl. 4.5 jasno vidimo da je precesijska frekvencija zapravo promjena Eu-
lerova kuta ϕ Zemlje, tj. ω = ϕ˙. Tu promjenu najlaksˇe mozˇemo nac´i u
Lagrangeovu formalizmu.
Definiramo Eulerove kutove Zemlje (ϕ, ξ, ψ) kao na sl. 4.5. Sa slike vidimo
da je vektor ψ˙ usmjeren duzˇ cˇvoriˇsne linije LN, vektor ξ˙ duzˇ osi zˆ, a vektor ϕ˙
duzˇ osi Zˆ, cˇija projekcija na x, y–ravninu zatvara kut pi
2
− ξ s osi x. Ukratko,
ψ˙ = ıˆψ˙ cos ξ − ˆψ˙ sin ξ (4.63)
ξ˙ = kˆξ˙ (4.64)
ϕ˙ = ıˆϕ˙ sinψ sin ξ + ˆϕ˙ sinψ cos ξ + kˆϕ˙ cosψ. (4.65)
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Prema tome, iznosi ukupnog vektora Zemljine kutne brzine (oznacˇimo je s
Ω˜) na pojedinim osima su
Ω˜x = ψ˙ cos ξ + ϕ˙ sinψ sin ξ (4.66)
Ω˜y = −ψ˙ sin ξ + ϕ˙ sinψ cos ξ (4.67)
Ω˜z = ξ˙ + ϕ˙ cosψ. (4.68)
Odatle je kineticˇka energija rotacije Zemlje
Erot =
1
2
∑
i=x,y,z
IiiΩ˜
2
i
=
I
2
(
Ω˜2x + Ω˜
2
y
)
+
J
2
Ω˜2z
=
I
2
(
ψ˙2 + ϕ˙2 sin2 ψ
)
+
J
2
(
ξ˙ + ϕ˙ cosψ
)2
. (4.69)
Buduc´i da energija rotacije Zemlje oko Sunca 1
2
(
d˙2 + dΦ˙
2
)
, potpuni je
lagrangian Zemlje s uracˇunatim gravitacijskim potencijalima Sunca (4.57) i
Mjeseca (4.62):
L = 1
2
(
d˙2 + dΦ˙
2
)
+
GMM⊕
d
+
GMLM⊕
dL
+
I
2
(
ψ˙2 + ϕ˙2 sin2 ψ
)
+
J
2
(
ξ˙ + ϕ˙ cosψ
)2
−3
4
G(J − I)
(
M
d3
+
ML
d3L
(
1− 3
2
sin2 λ
))(
sin2 ψ − 2
3
)
. (4.70)
Prva dva cˇlana predstavljaju Keplerov problem, trec´i je Zemljino djelovanje
na Mjesec u prvom redu (zanemarujemo pomak Zemljina srediˇsta mase u
odnosu na srediˇste mase sustava Mjeseca i Zemlje), cˇetvrti i peti su energija
vrtnje Zemlje oko osi, a sˇesti je gore izracˇunata ukupna (i za Sunce i za
Mjesec) popravka gravitacijskog potencijala, koja utjecˇe na vrtnju Zemlje
oko svoje osi. Tu c´emo popravku dalje oznacˇavati s V ′.
Euler–Lagrangeova jednadzˇba za koordinatu ψ,
∂L
∂ψ
− d
dt
∂L
∂ψ˙
= 0, (4.71)
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glasi
Iϕ˙2 sinψ cosψ − Jϕ˙
(
ξ˙ + ϕ˙ cosψ
)
sinψ − ∂V
′
∂ψ
= Iψ¨. (4.72)
Ovime smo dobili kvadratnu jednadzˇbu za ϕ˙ odnosno precesijsku kutnu br-
zinu, s jedinom nepoznanicom ψ¨. Medutim, iz teorije zvrkova opc´enito znamo
da taj cˇlan dolazi od nutacije (promjena Eulerove koordinate ψ) i potpunim
rjesˇavanjem lagrangiana, tocˇnije Euler–Lagrangeovih jednadzˇbi za preostale
dvije koordinate, dobili bismo rjesˇenje za ψ oscilatorno u vremenu, i to s
frekvencijom jednakom frekvenciji vrtnje Zemlje7, ovdje ξ˙ = Ω, i jako malom
apsolutnom promjenom ψ (amplitudom). Iz tog c´e pak u gornjoj jednadzˇbi
ocˇito proizic´i i oscilatorni cˇlan u precesiji. No mi trazˇimo period jedne pre-
cesije odnosno srednji ϕ˙, kojim usrednjenjem ψ¨ iˇscˇezava upravo zbog oscila-
torna karaktera. Rjesˇenja jednadzˇbe (4.72) uz taj uvjet su onda (uz ξ˙ = Ω)
ϕ˙1,2 = − JΩ
2(J − I) cosψ
(
1±
√
1− 4(J − I)
J2Ω2
ctgψ
∂V ′
∂ψ
)
. (4.73)
Jednostavna procjena na temelju svih vrijednosti iz tablice 1.2
4(J − I)
J2Ω2
ctgψ
∂V ′
∂ψ
∼ 6
(
J − I
J
)2
G
Ω2
(
M
d3
+
ML
d3L
)
∼ 10−9 (4.74)
pokazuje da korijen mozˇemo izvrsno razviti do prvog reda. Kako je rjesˇenje
7Euler–Lagrangeova jednadzˇba po ξ daje nam
ϕ¨ = ϕ˙ψ˙tgψ,
te uvrsˇtavanjem toga i ϕ˙ iz (4.72) u Euler–Lagrangeovu jednadzˇbu po ϕ i algebarskim
sredivanjem dobivamo
ψ¨ = −J
2ξ˙2
I
sinψ cosψ
I sin2 ψ + J cos2 ψ
≈ −
(
JΩ
I
)2
ψ.
Odatle je jasno da je rjesˇenje za ψ oscilatorno s frekvencijom ≈ Ω. Uvrsˇtavanje ovoga
natrag u ϕ˙ dalo bi tu harmonijsku popravku, no nju bi u krajnjem izrazu izgubili pri
usrednjavanju.
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s “+” predznakom nefizicˇko8, za ω = ϕ˙ dobivamo
ω = − JΩ
2(J − I) cosψ
(
1±
(
1− 1
2
4(J − I)
J2Ω2
ctgψ
∂V ′
∂ψ
))
= −3
2
G
Ω
J − I
J
(
M
d3
+
ML
d3L
(
1− 3
2
sin2 λ
))
cosψ. (4.75)
Ovo je konacˇan izraz za precesijsku kutnu brzinu Zemlje. Vidimo da je
izrazˇena preko stalnica u tablici 1.2, izuzev Zemljine kutne brzine Ω koja je
dobro poznata (Ω = 2pi
T
= 2pi/24 h = 7.272 · 10−5 s−1). Naravno, negativan
predznak samo govori o smjeru Zemljine precesije koji je negativan (−Zˆ), sˇto
smo vec´ dobili u odjeljku 4.7.1 pri gruboj procjeni.
Naposljetku imamo period Zemljine precesije
τ =
2pi
ω
=
4piΩ
3G
J
J − I
1(
M
d3
+
ML
d3L
(
1− 3
2
sin2 λ
))
cosψ
. (4.76)
Uvrsˇtavajuc´i sve stalnice u ovaj izraz dobivamo
τ = 25, 743 ky, (4.77)
sˇto jest tocˇan period Zemljine precesije.
4.7.3 Komentar
Vrh na sl. 3.5 koji odgovara Zemljinoj precesiji, najblizˇi nasˇoj vrijednosti,
nalazi se na periodu 25, 860 ky. Usporedbom s ovdje teorijski izracˇunatom
vrijednosˇc´u (4.77) vidimo nevjerojatno dobro teorijsko slaganje s eksperi-
mentalnim podatkom za ovaj vrh. Relativna pogrjesˇka iznosi samo 0,45
%! Medutim, upravo zato sˇto se ovaj vrh tako vjerno reproducira, drugim
rijecˇima sˇto je tako “cˇist”, nema drugih doprinosa njegovom intenzitetu,
8Naime, situacija u kojoj bi bilo ϕ˙  Ω je nefizicˇka; precesija je uvijek sporija od
rotacije. Za detalje v. npr. [34], §35–§37.
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relativno je nizak u odnosu na ostale. Drugi je razlog sˇto svaka od ovih peri-
odicˇnosti nije prava periodicˇnost, nego bi bolje bilo rec´i “kvaziperiodicˇnost”
[38]: ovaj je proces uzajamno perturbiran svim drugim procesima, drugim
planetima Suncˇeva sustava, promjenom ekscentriciteta Zemljine i Mjesecˇeve
putanje oko Sunca itd., pa se precesija globalno lagano i nepredvidivo mi-
jenja. Takve, sitne popravke opisane su npr. u [68]. Stoga i period od 25,05 ky
i period od 25,84 ky pripisujemo ovom precesijskom mehanizmu od okvirnih
26 ky.
4.8 Period od 23 000 godina
Ovaj se period u literaturi jako cˇesto naziva precesijskim periodom, premda
to nije tocˇno. To je do detalja potkrijepljeno u ovom radu, u raspravi pe-
rioda od 26 ky (odjeljak 4.7) koji jest temeljni precesijski period. Ovaj pe-
riod, koji u tablici 3.1 ima vrijednost 23,58 ky, potjecˇe ne od precesije, nego
od periodicˇnosti u kombiniranom tzv. “precesijskom indeksu” e sinΠ iz Mi-
lankovic´eve teorije, relacija (4.27). Tocˇnije, vodec´i cˇlan razvoja (4.27) ima
taj period, a ne precesija.
Ovo je zapravo najcˇesˇc´i pogresˇan koncept u cijelom nizu radova koji
se ovim pitanjima bave (npr. [28, 53, 50]) i dolazi od toga sˇto promjena
Π ima veze s precesijom. Svejedno, taj je koncept objavljen i u vrhun-
skim cˇasopisima (npr. [16, 53]), pa je potrebno jasno upozoriti na njegovu
netocˇnost [26].
4.9 Period od 21 000 godina
Ovaj je period jedan od tri najvazˇnija perioda Milankovic´eve teorije [38], a
predvidaju ga gotovo svi proracˇuni vezani uz istu [8, 10, 11]. On nastaje kao
superpozicija dvaju perioda: perioda od 112 ky u apsidnoj precesiji Zemljine
orbite u jednom smjeru i Zemljine precesije u drugom smjeru. Kako ta dva
gibanja idu jedno prema drugome, konacˇan je ucˇinak ukupni period od 21
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ky:
ω = ω112ky + ω26ky =
2pi
τ1
+
2pi
τ2
(4.78)
τ =
2pi
ω
= 21, 1 ky. (4.79)
Problem koji ovdje nastaje sˇto u nasˇem FFT–u nema toga perioda. Kako
smo vec´ naglasili, sami temeljni periodi zapravo predstavljaju kvaziperiode i
nisu sukcesivno identicˇni, pa ni od njihove superpozicije ne ocˇekujemo niˇsta
viˇse. Ipak, nigdje u literaturi nije upozoreno na nedostatak ovog perioda u
EPICA klimatskom zapisu koji je jedan od najvazˇnijih i najcitiranijih.
Prema tome, ovo pitanje ostaje za razrijesˇiti, pogotovo jer je ovo jedan od
tri najistaknutija Milankovic´eva perioda koji bi svakako trebao biti ocˇigledan
samim pogledom na FFT paleografskih podataka.
4.10 Period od 19 000 godina
Za period od 19,09 ky u tablici 3.1 vrijedi prakticˇki sve recˇeno za period od
23 ky (odjeljak 4.8). Naime, ovaj period je iduc´i dominantni cˇlan razvoja
precesijskog indeksa e sinΠ (4.27) u Milankovic´evoj teoriji, a za nj je takoder
jako cˇesto vezan pogrjesˇan naziv “precesijski period”, iz istih razloga koji
su navedeni u 4.8. Blazˇoj varijaciji ovoga perioda, drugim rijecˇima izrazˇaju
njegove kvaziperiodicˇnosti pripisujemo i period od 18,22 ky u tablici 3.1.
Uz to, premda u Milankovic´evim izvornim radovima nije tako naveden
[42, 44, 45, 46] niti je prvi harmonik u razvoju ijednog cˇlana Milankovic´eve
teorije, ovaj se period u literaturi smatra jednim od temeljnih Milankovic´evih
perioda [8, 10, 11, 26, 53].
4.11 Period od 11 000 godina
Milankovic´ gradi teoriju prvenstveno na osuncˇanju sjeverne polutke pret-
postavljajuc´i da pomaci granice leda predstavljaju glavni povratni meha-
nizam Zemlje. Prosˇirujuc´i Milankovic´evu teoriju na ekvatorsko osuncˇanje,
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Berger je pokazao [11] da upravo varijacije ozracˇivanja tih podrucˇja daju pe-
riod od 11 ky i od 5,5 ky, “usput” dajuc´i i doprinos periodima od 123 ky i 95
ky (odnosno velikom periodu od 100 ky). Upozoravajuc´i na zanemarivanje
ekvatorskog pojasa, Berger je do perioda od 11 ky dosˇao pokazavsˇi da ekva-
torsko osuncˇanje umjesto jednog maksimuma za period precesijskog indeksa
na ∼23 ky ima zapravo dva maksimuma, dajuc´i poluperiode tog perioda, tj.
periode od ∼11 ky.
4.12 Periodi od ∼5 000 godina
Na potpuno isti nacˇin kako je pokazao podrijetlo vrha na 11 ky, Berger [11]
je pokazao podrijetlo vrha od 5.5 ky, kao cˇetvrtinskog perioda precesijskog
indeksa. Takav period vidimo u tablici 3.1 na vrijednostima 5,42 ky i 5,73
ky.
S druge strane, [65] pokazuje da period od oko 5 ky dolazi kao odgovor na
precesijski period, kojemu je mehanizam svojevrsna kompetencija povrsˇine
pokrivene pustinjom i povrsˇine pokrivene vegetacijom koja onda rezultira u
kolicˇini padalina a ona ima izravan utjecaj na klimu. Takav bi period pred-
stavljao medudjelovanje Zemljina vlastitog mehanizma s astronomski uvjeto-
vanim parametarskim promjenama. Ovime mozˇemo objasniti vrijednost od
4,74 ky u tablici 3.1.
4.13 Drugi periodi
Mali periodi do oko 20 ky koji nisu izravno povezani s astronomskim promje-
nama parametara ili pak predstavljaju njihove slabije izrazˇene harmonike
cˇesto se zovu “sub–Milankovic´evi” periodi [11, 65]. Buduc´i da se radi o
krac´im periodima, njihovo objasˇnjenje je puno slozˇenije, a vidjeli smo koliko
je slozˇeno objasˇenjenje cˇak i izrazito dugih perioda.
Stoga u literaturi uopc´e nema objasˇnjenja sub–Milankovic´evih perioda,
a pokusˇaja ima jako malo. Naime, mala je motivacija za trazˇenjem uzroka
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ovih manjih perioda kad je samo po sebi jasno da nikad ne mozˇemo tvrditi
da smo odredenom manjem periodu jednoznacˇno pridruzˇili odredeni mehani-
zam, pa je prema tome moguc´e (sˇtoviˇse, najvjerojatnije) da svakom od njih
doprinosi cijeli skup mehanizama. Uz to, vrlo lako mogu postojati doprinosi
bilo linearnih bilo nelinearnih medudjelovanja tih mehanizama pa je krajnji
ishod da je jako tesˇko raspetljati cijelu pricˇu oko malih perioda.
Zapravo, jedini pokusˇaji da se objasne neki periodi manji od 20 ky, izuzev
19 ky, su Bergerov [11] i Tuenterov [65], koji pokusˇavaju objasniti periode od
oko 5 ky i 10 ky. Period od oko 5 ky smo objasnili u prethodnom odlomku.
Period od 10 ky Tuenter objasˇnjava [65] identicˇno svom objasˇnjenju perioda
od oko 5 ky u prethodnom odlomku: ta su dva perioda jedina dva u potpisu
njegove analize natjecanja povrsˇine pod pustinjom i povrsˇine pod vegetacijom
kao zemaljskog mehanizma odgovora na astronomske varijacije.
Buduc´i da su to jedina objasˇnjenja vrhova manjih od 20 ky, a kako smo
rekli, moguc´i mehanizmi su izrazito slozˇeni i vjerojatno nelinearni, ni mi se
nec´emo upusˇtati u daljnju analizu ovih perioda. Ipak, vrijednosti u tablici
3.1 manje od 20 ky (izuzev 19 ky) ovdje su prvi put ovako popisane i to
iskljucˇivo zato jer Fourierove analize redovito ne koriste izravni FFT nego
rade zagladivanje bilo izvornih podataka bilo FFT–podataka kojim izgube
sve manje vrhove bavec´i se primarno s nekoliko najosnovnijih. Ovdje smo
koristili egzaktan pristup u kojem nije apsolutno niˇsta ni zanemareno niti
izgladeno. Zato na sl. 3.5(b) i ima onoliko vrhova. Dakle, ti vrhovi ostaju
kao nerijesˇeno pitanje, koje bi svakako trebalo objasniti. Jasno da c´e taj
proces potrajati.
4.14 Zakljucˇna usporedba
Ovdje smo dali objasˇnjenja podrijetla najistaknutijih vrhova na slici 3.5 i u
tablici 3.1. Pri tom su objasˇnjeni svi vrhovi iznad 20 ky, a i nekoliko ispod
(19 ky, 11 ky, 10 ky, 5 ky), dok su ostali vrhovi kratkih perioda ostavljeni
daljnjem proucˇavanju i postavljeni kao svojevrsna problematika.
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Konacˇno bi bilo zgodno, kad smo vec´ objasnili najvazˇnije vrhove na sl.
3.2(a) odnosno 3.5 i u tablici 3.1 pomoc´u Milankovic´eve teorije, i graficˇki
prikazati usporedbu izvornog skupa podataka i Milankovic´evih oscilacija.
Jedan takav slikovit prikaz dali su Jouzel et al. u [28] i mi smo ga ovdje
prilagodili. Prikazan je na sl. 4.6. Sa slike se jasno vidi preklapanje mak-
?????????????
Slika 4.6: Gornji dio slike: temperatura (puna crta; plavo – hladnije; crveno – toplije) i
oscilacije precesijskog indeksa (isprekidana crvena crta). Donji dio slike: koncentracija CO2 i
CH4 (puna plava crta) i iste oscilacije (isprekidana plava crta). Prilagodeno iz [28].
simuma perioda precesijskog indeksa (periodi od ∼23 ky) s maksimumima
temperature i koncentracije ugljicˇnog dioksida i metana kroz posljednjih 800
ky.
Nesˇto precizniju usporedbu s dva parametra Milankovic´eve teorije na-
pravili su Tzedakis et al. u [66]. Vodec´i se njegovom idejom, nacrtali smo
podatke za precesiju i precesijski kut, koje je izracˇunao Berger u [9] (odakle
smo ih preuzeli), zajedno s EPICA podatcima za promjenu gustoc´e izotopa
18O (koja je izravna mjera temperature) i koncentraciju CO2 [28]. Potom
smo sve grafove prikazali jedan ispod drugog i povukli okomice koje povezuju
vrhove. Tako se jasno vidi slaganje u fazi izmedu Milankovic´evih ciklusa i
promjena u temperaturi i koncentraciji CO2. Prikaz toga dan je na sl. 4.7.
Konacˇno, malo smo se i sami poigrali Milankovic´evim ciklusima pokusˇavsˇi
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Slika 4.7: Usporedba oscilacija precesije, precesijskog kuta i EPICA podataka za koncentraciju
CO2 i
18O. Uspravne isprekidane crte povezuju maksimume u fazi.
rekonstruirati podatke postaje Vostok [53] za temperaturu (v. sl. 1.1). Na-
ravno da ih je prakticˇki nemoguc´e teorijski rekonstruirati, ali ovakva rekon-
strukcija – procjena mozˇe dati slikovit uvid u kvalitetu teorije. Napravili
smo sljedec´e: uzeli smo rjesˇenje za ψ kroz 100 ky (4.34) i na nj zbrojili
obicˇne sinusne oscilacije s periodom od 41 ky i 23 ky. Naravno, pri tom
smo prilagodili amplitude izraza (4.34) pripadnom ciklusu, te faze prece-
sijskog kuta i precesijskog indeksa — sˇto su tri najistaknutija vrha na sl.
3.5(a). Kod ove slike zgodno je dodati i fizicˇko tumacˇenje brzih povrataka
temperature nakon izlaska iz velikih ledenih doba (dugih ∼100 ky). Sma-
njenje precesijskog kuta koje nije oscilatorno, kako kazˇe relacija (4.34), ide
do neke granice i onda se odjednom u vrlo kratkom vremenu (tu “kratko”
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Slika 4.8: Izvorni podatci s Vostoka (gornji dio) i funkcija dobivena superpozicijom funkcije
(4.34) i sinusa s periodima 41 ky i 23 ky (donji dio).
znacˇi reda velicˇine tisuc´u godina) vrac´a na pocˇetnu vrijednost. Podrijetlo
je toga sljedec´e: smanjenjem precesijskog kuta smanjuje se djelotvorna tem-
peratura Zemljine povrsˇine; smanjenjem temperature dolazi do povec´anja
povrsˇine pod ledom, koje pak dovodi do pomaka Zemljina srediˇsta mase; taj
pak pomak onda uzrokuje suprotan ucˇinak na precesijski kut i u odredenom
trenutku kad se ovaj suprotni ucˇinak izjednacˇi s pocˇetnim prestaje smanje-
nje precesijskog kuta i pocˇinje njegov nagli “oporavak” odnosno povratak na
pocˇetnu vrijednost. Na taj se mehanizam pribrajaju krac´e oscilacije odnosno
krac´i Milankovic´evi periodi.
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Najcˇesˇc´e koriˇstena teorija za opis atmosferskih promjena i medudjelovanja
u atmosferi je Arrheniusova staticˇna teorija koja pretpostavlja da promjena
koncentracije ugljicˇnog dioksida u atmosferi uzrokuje promjenu temperature,
i to po logaritamskom zakonu (v. sl. 2.2). Ipak, postoji struja u znanosti koja
kritizira ovakav pristup zbog zanemarivanja konvekcije pokazujuc´i da up-
ravo konvekcija predstavlja glavni mehanizam prijenosa topline u atmosferi.
Takva teorija, koja se zove adijabatskom teorijom, ima nekoliko posljedica:
(i) promjena temperature je u njoj uzrok promjene koncentracije CO2, a ne
obratno; (ii) antropogeni ucˇinak na poviˇsenje koncentracije CO2 u atmosferi
je zanemariv u odnosu na prirodne mehanizme tog poviˇsenja.
Racˇunalna analiza EPICA podataka integrirana sveukupno u programu
DatEx izradenom u sklopu ovog rada koristi nekoliko raznih modula za odabir
vazˇnih vrhova, cˇiji su algoritmi ovdje detaljno razradeni. Koristec´i takav
program kao crnu kutiju, izdvojili smo iz FFT–a (v. sl. 3.2(a) i 3.2(b)) 62
najznacˇajnija vrha i ispisali ih u tablicu 3.1. Pri tom je FFT raden potpuno,
dakle bez glacˇanja podataka ili FFT–a.
U poglavlju 4 zˇeljeli smo odrediti mehanizme odgovorne za pojedine naj-
bitnije periode iz te tablice. Buduc´i da je najprihvac´enija teorija koja se
tim pitanjem bavi Milankovic´eva teorija, izveli smo glavne crte te teorije
povezavsˇi osuncˇanje na Zemlji s promjenama astronomskih parametara eks-
centricˇnosti, precesije i precesijskog kuta Zemlje, te osnovne periode Mi-
lankovic´eve teorije. Najvazˇniji vrhovi u FFT–u objasˇnjeni su mehanizmima
Milankovic´eve teorije i njenih prosˇirenja na josˇ neke astronomske parame-
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tre (npr. precesijski indeks), premda dobrom dijelu perioda nije moguc´e
pridruzˇiti jedinstven mehanizam.
U takvom sustavu izmjena klime na Zemlji, glacijalna i interglacijalna
razdoblja mozˇemo shvatiti kao niz prirodnih eksperimenata u kojima se vari-
raju rubni uvjeti koji za posljedicu imaju klimatske promjene. Shvac´eni
tako, odrazˇavaju fizicˇke mehanizme na kojima su velike promjene utemeljene
[66, 53]. Dok ekscentricˇnost utjecˇe na klimu mijenjajuc´i amplitudu prece-
sije a time i prosjecˇni godiˇsnji/polugodiˇsnji tok Suncˇeve energije na Zemlju,
promjene u precesijskom kutu mijenjaju raspodjelu toka Suncˇeve energije po
geografskim sˇirinama i po godiˇsnjim dobima [69].
Pokazano je da svemirski/astronomski mehanizmi nisu dovoljni za dos-
tatno objasniti ledena doba, nego treba u obzir uzeti i astronomske i Zemljine
oscilatore [66]. Orbitno uvjetovane promjene prema tome titraju oko srednje
vrijednosti koja je odredena postupnim promjenama uvjeta na Zemlji, kao
sˇto su kontinentska topografija i geografija, stanje oceanskog dna i vjecˇnog
leda, sastav atmosfere i sl. [66].
Neki od tih odgovora vlastitih Zemlji mogu promijeniti osjetljivost samog
sustava na astronomsko medudjelovanje ili na tok ugljicˇnog ciklusa na Zem-
lji [3, 4] kao jednog od najbitnijih Zemljinih mehanizama izazivajuc´i time
dodatno poslozˇnjenje i raznolikost klimatskog spektra: premda je vrijeme
kad c´e se dogoditi glacijal okvirno odredeno astronomskom teorijom, njihovo
trajanje odredeno je specificˇnim odgovorom Zemlje u tom trenutku.
Konacˇno, i podatci i analiza nedvosmisleno pokazuju da za porast tem-
perature ili koncentracije ugljicˇnog dioksida nije nuzˇno odgovoran cˇovjek i
njegovo djelovanje, buduc´i da je nerijetko u klimatskoj povijesti Zemlje bilo i
vec´ih i brzˇih porasta temperature i koncentracije ugljicˇnog dioksida koji nisu
bili inducirani cˇovjekovim djelovanjem nego tadasˇnjim trenutnim skupom
fizicˇkih parametara koji su atmosferski sustav doveli u takvo stanje. Stoga
ne postoji znanstveni konsenzus oko tzv. staklenicˇkog ucˇinka niti o smjeru
uzrocˇno–posljedicˇne veze u njegovom temelju [23].
Konacˇno, u radu su postavljena i ostavljena mnogobrojna otvorena pi-
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tanja, poput pitanja prihvac´anja Arrheniusove ili adijabatske teorije, pitanja
pristupa racˇunalnoj rasˇcˇlambi klimatskih podataka (zagladiti ili ne?), te
konacˇno pitanja podrijetla pojedinih vrhova u klimatskom spektru, pogo-
tovo onih manjih. Stoga tablica 3.1 odnosno slika 3.5, kao i drugi upravo
navedeni rezultati ovoga rada predstavljaju istodobno i novi “izlazni skup”
(eng. output) u smislu da su jednim dijelom novi rezultati i “ulazni skup”
(eng. input) u smislu da su otvorena neka nova znanstvena pitanja za daljnje
istrazˇivanje u ovom podrucˇju znanosti.
100
A. Dodatak
Jedinice
A.1 Vrijeme
Standardna jedinica koju c´emo koristiti za vrijeme je tisuc´ljec´e, s oznakom
ky (eng. kiloyear) ili nekad kyr:
t [ky] = 3, 169 · 10−11 · t [s]. (A.1)
Rijetko c´e se koristiti i godina, s oznakom y (eng. year). Takoder, vrijeme
se broji od sadasˇnjosti unatrag, tj. vrijednost npr. t = 50 ky znacˇi “prije 50
000 godina”.
A.2 Koncentracija
U fizici se koncentracija obicˇno izrazˇava kao broj cˇestica po jedinicˇnom vo-
lumenu, dakle u jedinici m−3, ili kao gustoc´a, odnosno u jedinici kg/m3. U
znanosti o okoliˇsu uobicˇajena jedinica za koncentraciju je ppmv (eng. part
per million by volume), koja je definirana kao jedna molekula od milijun
molekula: 200 ppmv CO2 znacˇi da u odredenom obujmu ima 200 molekula
CO2 na 1000 000 molekula ukupno u volumenu. Iz ove definicije ocˇito je
pretvorba iz jedinica gustoc´e:
[ppmv] =
Nx
106N
=
mx
u ·Mr(x)
106
p0V
RT
=
R
106up0
T
Mr(x)
[mx
V
]
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=
8, 205 · 10−8 · T
Mr(x)
[kg/m3]. (A.2)
Ovdje je mx masa sastojka x, u je atomska jedinica mase, Mr(x) je relativna
molekulska masa, p0 je atmosferski tlak, V ukupni volumen, R opc´a plinska
stalnica i T temperatura u kelvinima. Buduc´i da je
ρx =
mx
V
=
Nx · uMr(x)
V
= cxuMr(x), (A.3)
pretvroba iz jedinica koncentracije je onda
[ppmv] =
R
106p0
T · [cx] = 1, 363 · 10−34T · [m−3]. (A.4)
U ovom se radu koncentracije izrazˇavaju u ppmv.
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Interpolacije
Glavni je problem interpolacije kako odredenom skupu podataka dodati viˇse
podataka tako da budu u skladu s izvornim podatcima. Jedna od glavnih i
tipicˇnih potreba za interpolacijom je upravo ova zbog koje su i u sklopu ovog
rada potrebne interpolacije, a to je dodavanje novih podataka izvornom ne-
ravnomjernom skupu kako bi postao ravnomjeran. Tri su najucˇestalije vrste
interpolacije: linearna, krivuljna (eng. spline) i Hermiteova, od jednostavnije
prema slozˇenijoj.
B.1 Linearna interpolacija
Linearna interpolacija koristi najjednostavniju metodu dodavanja novih to-
cˇaka, a to je da nove tocˇke dodaje tako da lezˇe na pravcu koji spaja izvorne
tocˇke, i to izmedu svakoga para izvornih podataka. Prema tome, nove tocˇke
moraju zadovoljavati jednadzˇbu pravca kroz dvije tocˇke. Ako imamo izvorni
skup tocˇaka u uredenim parovima (xi, yi) za i ∈ {0, 1, . . . , N}, ta jednadzˇba
izmedu svake dvije tocˇke xi i xi+1 glasi:
y =
yi+1 − yi
xi+1 − xi (x− xi) + yi = α(x)yi + β(x)yi+1, (B.1)
gdje su α(x) i β(x) ocˇito
α(x) =
xi+1 − x
xi+1 − xi ; β(x) =
x− xi
xi+1 − xi . (B.2)
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Ovako interpolirana krivulja je kontinuirana ali “izlomljena” odnosno prva
derivacija joj je u izvornim tocˇkama diskontinuirana ili beskonacˇna. Shema
linearne interpolacije je prikazana na sl. B.1(a).
B.2 Krivuljna interpolacija
Linearna interpolacija, upravo jer je linearna, u svakom intervalu izmedu
dvije tocˇke koje interpolira ima drugu derivaciju 0, a na rubovima ili nede-
finiranu ili beskonacˇnu. Krivuljna interpolacija (eng. spline interpolation)
zˇeli poboljˇsati takvu interpolaciju tako da u svakom intervalu i na njegovim
rubovima imamo kontinuiranu drugu derivaciju, a glatku prvu. Shema kri-
vuljne interpolacije prikazana je na sl. B.1(b).
à
à
à
à
à
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(a) Shema linearne interpolacije.
æ
æ
æ
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à
à
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(b) Shema krivuljne interpolacije.
Slika B.1: Shematski primjer dodavanja tocˇaka interpolacijom. Izvorne tocˇke oznacˇene
su plavim kruzˇic´ima, dobivena interpolacijska krivulja crtom, a dodane tocˇke crvenim
kvadratic´ima.
Ukoliko znamo druge derivacije podataka, y′′i , to mozˇemo napraviti tako
da nasˇoj linearnoj interpolaciji, prethodno izvedenoj, dodamo polinom stup-
nja viˇseg od dva (jer druga derivacija treba biti 6= 0), i redovito se uzima poli-
nom trec´eg stupnja (tada specijalno imamo kubnu krivuljnu interpolaciju):
z = γ(x, x2, x3)y′′i + δ(x, x
2, x3)y′′i+1, (B.3)
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tako da je y = αyi + βyi+1 + z. Koeficijente α i β znamo iz linearne interpo-
lacije, a koeficijenti γ i δ moraju zadovoljavati uvjete (i) da druga derivacija
bude pravac (jer je polinom trec´eg stupnja) koji c´e u xi dati y
′′
i odnosno u xi+1
dati y′′i+1 te (ii) da je z(xi) = 0 i z(xi+1) = 0 (kako bi dobili yi i yi+1). Prvi
uvjet daje jednadzˇbu pravca kroz dvije tocˇke, odnosno imamo relaciju pot-
puno analognu onoj u linearnoj interpolaciji, samo za y′′, pa odmah znamo
da su druge derivacije koeficijenata:
d2γ
dx2
=
xi+1 − x
xi+1 − xi ;
d2δ
dx2
=
x− xi
xi+1 − xi . (B.4)
Odavde je γ
γ(x) = −1
6
x3
xi+1 − xi +
1
2
x2
xi+1 − xi + Cx+D, (B.5)
a stalnice C i D odredujemo iz drugog uvjeta: jedini nacˇin da z bude nula u
krajnjim tocˇkama je da koeficijenti budu nula u njima; uvrsˇtavanjem γ(xi) =
0 i γ(xi+1) = 0 dobivamo sustav od dvije jednadzˇbe za C i D. Rjesˇenje je
sustava, uz nesˇto manipulacije,
C =
1
6
x2i − 2x2i+1 − 2xixi+1
xi+1 − xi ;
D =
1
6
2xix
2
i+1 − x2ixi+1
xi+1 − xi .
Uvrsˇtavanjem u γ dobivamo
γ =
1
6
1
xi+1 − xi
(−x3 + 3x2xi+1 − 2xx2i+1 − 2xxixi+1 + 2xix2i+1+
+xx2i − x2ixi+1
)
=
1
6
xi+1 − x
xi+1 − xi ·
xi + 1− x− xi+1 + xi
xi+1 − xi ·
xi + 1− x+ xi+1 − xi
xi+1 − xi ·
·(xi+1 − xi)2
=
α
6
(α− 1)(α+ 1)(xi+1 − xi)2
=
α3 − α
6
(xi+1 − xi)2.
Sad, uocˇimo da smo β(x) dobili tako sˇto smo u α zamijenili: β(x) = α(x→
−x, xi+1 ↔ −xi). Potpuno analogno ovdje mozˇemo dobiti δ zamjenom u γ:
δ(x) = γ(x→ −x, xi+1 ↔ −xi) = β
3 − β
6
(xi+1 − xi)2. (B.6)
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Ostala je josˇ kao nepoznanica druga derivacija y′′i . Nju nalazimo koristec´i
uvjet da interpolacija uopc´e valja, a to je da se u svakoj tocˇki interpolirana
krivulja glatko nastavlja, odnosno da derivacija s jedne strane i s druge strane
tocˇke bude jednaka. Derivacija y po x je elementarna:
y′ =
yi+1 − yi
xi+1 − xi + (xi+1 − xi)
(
1− 3α2
6
y′′i +
3β2 − 1
6
y′′i+1
)
, (B.7)
pa uvrsˇtavanjem x = xi iz intervala [xi−1, xi], te ponovo x = xi iz intervala
[xi, xi+1] u prethodno i izjednacˇavanjem i sredivanjem dobivamo jednadzˇbu
za sve y′′i iz poznavanja yi:
yi+1 − yi
xi+1 − xi−
yi − yi−1
xi − xi−1 =
1
6
(xi−xi−1)y′′i−1+
1
3
(xi+1−xi−1)y′′i +
1
6
(xi+1−xi)y′′i+1.
(B.8)
Medutim, ovdje je i iˇsao od 2 do N − 1, tj. imamo N − 2 jednadzˇbi za
N nepoznanica. Josˇ dvije jednadzˇbe dobivamo zadavanjem rubnih uvjeta na
krajevima: redovito se kao rubni uvjet stavi pretpostavka da na rubu krivulju
mozˇemo priblizˇiti pravcem, tj. y′′1 = y
′′
N = 0.
Uocˇimo takoder da je jednadzˇba za druge derivacije zapravo tridijago-
nalna (u matricˇnom smislu), za sˇto postoje jako dobri algoritmi i to dosta
brzˇi nego u opc´em slucˇaju matricˇne jednadzˇbe (dovoljno je N operacija) [54].
B.3 Hermiteova krivuljna interpolacija
Nekad podatci reproduciraju toliko slozˇenu ovisnost da obicˇna krivuljna in-
terpolacija nije dovoljno dobra. Tada se najcˇesˇc´e koristi njezin poseban
slucˇaj, u kojem se za kubne interpolacijske polinome koriste Hermiteovi poli-
nomi trec´eg reda. Ova se interpolacija zove Hermiteova krivuljna interpo-
lacija, ili cˇesˇc´e samo kubna interpolacija1 jer u nacˇelu opet koristi kubni
polinom, samo specijalno Hermiteov. Osim vrijednosti tocˇaka, ova interpo-
lacija u svakoj tocˇki koristi i tangentu u toj tocˇki, tocˇnije koeficijent nagiba
1Postoji zabuna u interpolacijskom nazivlju. Premda je i krivuljna interpolacija za-
pravo najcˇesˇc´e kubna interpolacija, cˇesto se pod nazivom “kubna interpolacija” misli na
Hermiteovu krivuljnu interpolaciju.
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tangente, koji se najcˇesˇc´e racˇuna kroz tri tocˇke:
ti =
1
2
yi+1 − yi
xi+1 − xi +
1
2
yi − yi−1
xi − xi−1 . (B.9)
Uvjet da u svakom xi funkcija bude jednaka yi i derivacija ti daje jedinu
moguc´u krivulju trec´eg stupnja koja spaja svake dvije tocˇke:
y = (2β3 − 3β2 + 1)yi + (3β2 − 2β3)yi+1 + (β3 − 2β2 + β)ti + (β3 − β2)ti+1
= H
(3)
0 (β)yi +H
(3)
3 (β)yi+1 +H
(3)
1 (β)ti +H
(3)
2 (β)ti+1 (B.10)
gdje su H
(i)
j (x) tzv. Hermiteovi temeljni polinomi (razlicˇiti od Hermiteovih
polinoma). Ovakva interpolacija, buduc´i da koristi svojstva “zakrivljenosti
x
y
Slika B.2: Shematski prikaz usporedbe krivuljne (isprekidana plava crta) i Hermiteove krivuljne
(puna ljubicˇasta crta) interpolacije. Podatci su nacrtani plavim tocˇkama.
podataka” koja su ugradena u njima, bolje definira zakrivljenost dobivene
funkcije, pa je zato primjerenija za slozˇene funkcijske oblike, pogotovo za
skupove podataka koji sadrzˇe neku vrstu nekontinuiranosti. Tipicˇan je takav
primjer na sl. B.2, dok za “glatke” podatke ne bismo vidjeli toliku razliku.
Ukratko, mozˇemo rec´i da je krivuljna interpolacija opc´enito glada od Hermi-
teove [29]. Primijetimo josˇ jednu prednost posljednje: ne mora se rjesˇavati
matricˇni sustav jednadzˇbi, pa je algebarski jednostavnija.
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Srediˇste mase Zemljina ispupcˇenja
Ovdje donosimo izracˇun polozˇaja srediˇsta mase Zemljina ispupcˇenja, koriˇste-
nog u odjeljku 4.7.1 na str. 79. Shema je dana na sl. C.1. Pretpostavljamo
da mu je gustoc´a homogena.
?
?
?
(a) 3D
(b) 2D, x, y(x, z)–ravnina
(c) 2D, y, z–ravnina
Slika C.1: Shema elipsoidnog ispupcˇenja u prostoru (a) te u dva poprecˇna presjeka (b) i (c).
Ljestvica nije prirodna, nego takva da naglasi ispupcˇenje.
Polozˇaj srediˇsta mase samog elipsoidnog ispupcˇenja, u geometriji danoj
na slici C.1(a), nac´i c´emo kao srednji polozˇaj dvaju tijela: poluelipsoida u
poluprostoru z > 0 i sˇuplje polukugle negativne mase unutar njega. Kako
su oba tijela centralnosimetricˇna (sˇto ne znacˇi rotacijski!) s obzirom na os z,
to c´e polozˇaj srediˇsta mase biti na toj osi. Neka je polumjer polukugle R, a
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duljine poluosi neka su a, b i c redom za x, y i z–os.
Polozˇaj je srediˇsta mase polukugle (oznacˇimo je s K; radimo u sfernom
koordinatnom sustavu):
ZKsm =
1
VK
∫
K
zdV
=
1
VK
R∫
0
dr
pi
2∫
0
dϑ
2pi∫
0
dϕ r cosϑr2 sinϑ
=
1
2
3
R3pi
R4pi
4
=
3
8
R. (C.1)
Polozˇaj srediˇsta mase elipsoida (oznacˇimo ga s E) je analogno
ZEsm =
1
VE
∫
E
zdV. (C.2)
Najlaksˇe c´emo ga nac´i ako napravimo transformaciju koordinatnog sustava
takvu da u novom sustavu elipsoid postane kugla. Buduc´i da je jednadzˇba
elipsoida (x
a
)2
+
(y
b
)2
+
(z
c
)2
= 1, (C.3)
ta je transformacija ocˇigledno
ξ =
x
a
, χ =
y
b
, ζ =
z
c
, (C.4)
jer je u ovim koordinatama jednadzˇba elipsoida ξ2+χ2+ζ2 = 1 tj. jednadzˇba
kugle. Jakobijan je ove transformacije
J =
∣∣∣∣∂(x, y, z)∂(ξ, χ, ζ)
∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣det

∂x
∂ξ
∂x
∂χ
∂x
∂ζ
∂y
∂ξ
∂y
∂χ
∂y
∂ζ
∂z
∂ξ
∂z
∂χ
∂z
∂ζ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣det

a 0 0
0 b 0
0 0 c

∣∣∣∣∣∣∣∣ = abc,
(C.5)
pa je volumni element u novom sustavu
dV = |J |dξdχdζ = abcdξdχdζ. (C.6)
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Prelaskom u sferne koordinate (r, ϑ, ϕ) novog sustava (ξ, χ, ζ), cˇiji nam je
jakobijan dobro poznat (dξdχdζ = r2 sinϑdrdϑdϕ), izraz (C.3) postaje1:
ZEsm =
abc
VE
∫
E
cζdξdχdζ
=
abc2
VE
1∫
0
dr
pi
2∫
0
dϑ
2pi∫
0
dϕ r cosϑr2 sinϑ
=
abc2
2
3
abcpi
pi
4
=
3
8
c. (C.7)
Ovo je i ocˇekivano, jer znamo da se za a = b = c = R treba svoditi na slucˇaj
za kuglu odnosno na (C.1).
Sad je polozˇaj srediˇsta mase nasˇeg ispupcˇenja dan kao tezˇinska srednja
vrijednost ovih dvaju tijela, polukugle (C.1) i poluelipsoida (C.7):
Zsm =
ZEsmVE − ZKsmVK
VE − VK =
3
8
abc2 −R4
abc−R3 . (C.8)
Ukoliko konacˇno opc´em rezultatu (C.8) pridruzˇimo parametre nasˇeg konkret-
nog problema u kojem ovo koristimo, tj. vrijednosti iz tablice 1.2:
a = Rp, c = Re,
b = Re, R = Rp,
(C.9)
dobivamo
Rsm =
3
8
R3eRp −R4p
R2eRp −R3p
=
3
8
R2e +ReRp +R
2
p
Re +Rp
=
3
8
(
Re +Rp − ReRp
Re +Rp
)
≈ 9
16
R⊕, (C.10)
gdje smo uvrstili srednji polumjer Zemlje R⊕ ≈ Re+Rp2 i uocˇili da je ReRp ≈
R2⊕.
1Iz definicija sfernih koordinata (ξ = r sinϑ cosϕ, χ = r sinϑ sinϕ, ζ = r cosϑ) ocˇito je
da cijeli elipsoid (ξ, χ, ζ ∈ [−1, 1]) obuhvac´amo za r ∈ [0, 1], ϑ ∈ [0, pi2 ] i ϕ ∈ [0, 2pi].
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